الصف الثاني الثانوى 


كتاب الطالب الفصل الدراسى الأول 
القسم العلمىي 
تاليف 
أ/ كمال يونس كبشة 
أ.د/ عفاف أبو الفتوح صالح أ/ سيرافيم إلياس إسكندر 
أ/ مجدی عبد الفتاح الصفتی أ/ أسامة جابر عبد الحافظ 
مراجعة 
أ/سمير محمد سعداوي أ/فتحي احمد شحاتة 
۹ - ٢٠۲۰م‏ 


غير مصرح بتداول هذا الكتاب خارج وزارة التربية و التعليم و التعليم الفني 


المقد مش 


1 
سم الله الر. من ال حم 
یسعدنا ونحن نقدم هذا الکتاب أن نوضح الفلسفة التی تم فى ضونها بناء المادة التعليمية ونوجزها فیمایلی: 

۱ تنمية وحدة العرفة وتکاملها ف الریاضیات, ودمج الفاهیم والترابط بين كل مجالات الریاضیات الدرسية. 

۳ تزوید التعلم ہما هو وظیفی من معلومات ومفاهیم وخطط لحل الشکلات. 

۴ تبلی مدخل العاییر القومية للتعلیم فى مصر والستویات التعليمية وذلك من خلال: 
) تحدید ما ینبغی على التعلم أن یتعلمه ولاذا یتعلمه. 

ب ) تحدید مخرجات التعلم بدقة» وقد رکزت على مايلى: 
أن يظل تعلم الریاضیات هدف يسعى التعلم لتحقیقه طوال حياته - أن یکون التعلم محبًا للریاضیات 
ومبادرًا بدراستها - أن یکون التعلم قادرًا على العمل منفردًا أو ضمن فریق - أن یکون التعلم نشطا ومثابرًا 
ومواظبًا ومبتكرًا - أن يكون التعلم قادرًا على التواصل بلغة الریاضیات. 

٤‏ اقتراح آسالیب وطرق للتدریس وذلك من خلال کتاب (دلیل العلم). 

۵ اقتراح آنشطة متنوعة تتناسب مع الحتوی ليختار التعلم النشاط اللائم له. 

1 احترام الریاضیات واحترام الساهمات الانسانية منها على مستوی العالم والأمة والوطن» وتعرف مساهمات 
وانجازات العلماء السلمین والعرب والأجانب. 

وفی ضوء ما سبق روعی فى هذا الکتاب ما یلی: 

٭ یتضمن الکتاب ثلاثة مجالات هی: الجبر والعلاقات والدوال» الحُسبان (التفاضل والتکامل)» حساب الثلثات» وتم 
تقسیم الکتاب إلى وحدات متكاملة ومترابطة. لكل منها مقدمة توضح مخرجات التعلم المستهدفة» ومخطط تنظیمی 
لهاء والصطلحات الواردة بها باللغة العربية والانجليزية, ومقسمة إلى دروس یوضح الهدف من تدریسها للطالب 
تحت عنوان سوف تتعلم» ويبدأ كل درس من دروس کل وحدة بالفکرة الأساسية لحتوی الدرس وروعی عرض 
المادة العلمية من السهل إلى الصعب ویتضمن مجموعة من الأنشطة التی تتناول الربط بالواد الأخرى والحياة العملية 
والتی تناسب القدرات الختلفة للطلاب وتراعی الفروق الفردية من خلال بند اکتشف الخطأ لعالجة بعض الأخطاء 
الشائعة لدی الطلاب وتؤكد على العمل التعاونی» وتتکامل مع الوضوع كما بتضمن الکتاب بعض القضایا المرتبطة 
بالبيئة الحيطة وكيفية معالجتها. 

* كما قدم فى كل درس أمثلة تبدأ من السهل إلى الصعب. وتشمل مستویات تفكير متنوعةء مع تدریبات علیها تحت 
عنوان حاول أن تحل وینتهی كل درس ببند «تمارین» وتشمل مسائل متنوعة تتناول الفاهیم والمهارات التي 
درسها الطالب في الدرس. 

٭ تنتهی کل وحدة بملخص للوحدة یتناول الفاهیم والتعلیمات الواردة بالوحدة وتمارین عامة تشمل مسائل متنوعة 
على الفاهیم والهارات التي درسها الطالب في هذه الوحدة. 

٭ تُختم وحدات الکتاب باختبار تراکمی يقيس بعض الهارات الازمة لتحقیق مخرجات تعلم الوحدة. 

* ینتهی الکتاب باختبارات عامة تشمل بعض الفاهیم والهارات التي درسها الطالب خلال الفصل الدراسی. 


وأخیرا ..نقنی أن نکون قد وفقنا فى إنجاز هذا العمل لما فيه خير لأولادناء ولصرنا العزيزة. 
واللہ من وراء القصد» وهو يبدى إلى سواء السبیل 
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......... مقدمة فى النهايات.‎ ٣ 
.... إيجاد نهاية الدالة جبریا.‎ ٣ 
نهاية الدالة عند اللانهاية. ۔.‎ ٣ 
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قانون قاعدة جيب التمام.‎ ٤ 


اختبارات عامة. سسس 


المصطلحات الأساسية 


دروس الوحدة 


r 


:)١-١( الدرس‎ 


الدرس (۱ - ۵): 


الأدوات والوسائل 


الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
مجال الدالة 


الدوال الدقيقية 


العمليات على الدوال 


تركيب الدوال 


تماثل الدالة 
خواص الدوال 


الدالة الاحادية 


اطراد الدالة 


التمثيل البيائي الدوال والثحويلات الهندسية 


الوحدة الأولى 
١ -‏ 


و سوف تتعلم 

4 مفهوم الدالة الحقيقية. 

4 اختبار الخط الرأسی. 

4 الدالة متعددة التعريف ( المعرفة 


بأكثر من قاعدة) . 
4 تحديد جال ومدی الدالة الحقيقية. 
4 العملیات على الدوال. 


بك المصطلحات الأساسية 


4 دالة Function‏ 
4 جال Domain‏ 
4 جال مقابل Co-domain‏ 
۹ مدی Range‏ 


4 خطط سہمی ‏ نومه Arrow‏ 
4 خطط بياني  Cartesian Diagram‏ 
4 خط رأسى 
4 دالة متعددة التعریف 


Piecewise Function 


Vertical Line 


رج الأدوات المستخدمة 


4 آله حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية للحاسب. 
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إذاكانث د: سے سے صہ 
فإن بہان د = 

ص 302 س 
ص3 صہ »ص- د(س)] 


الدوال الحقيقية 


Real Functions 


؛استكشف .۱ 
سبق أن درست مفهوم الدالة» وعلمت بأنها علاقة بين مجموعتين غير خاليتين 
س ء صہ بحيث تحدد لکل عنصر من عناصر سہ عنصرًا وحيدًا من عناصر ص 
ويرمز للدالة بأحد الرموز: آو وى أو ص افش ون 
إذا رمزنا لدالة ما من المجموعة س إلى المجموعة صہ بالرمز د فإنها تكتب رياضيًا: 
داس سے صہ وتقرأً د دالة من سہ إلى صہ ويلاحظ: 
۱ لكل عنصر س 3 سہ يتعين عنصر وحید ۲ 
ص3 ص بقاعدة الدالة د وتكئب: 
ص = د(س) 
>٢‏ تسمى المجموعة سہ مجال الدالة » وتسمی 
المجموعة صن المجال المقابل للدالة: 
٣۳‏ تسمی المجموعة (ص = د(س): س 3 س 
مدى الدالة وتعرف بمجموعة صور عناصر ‏ ازرچال 
مجال الدالة. 


0 الدالة الحقيقية 


تسمى الدالة د دالة حقيقية إذا کان کل من مجالها ومجالها المقابل مجموعة 
الأعداد الحقيقية ع أو مجموعة جرئية منها. 


فق دار 


(1) العلاقة من المجموعة سہ إلى المجموعة ص الممثلة فی 
المخطط السهمى المجاور تمثل دالة» حيث: 
المجموعة س هی مجال الدالة = (١ء‏ ۰۲ ۰۳ )٤‏ 
والمجموعة صہ المجال المقابل للدالة = ٥(‏ ء ٦ء‏ لاء ۰۸ ۹) 
أما مجموعة العناصر (٦ء‏ ۸ء ۹) فتعرف بمدى الدالة 
كما يمكن تمثيل العلاقة السابقة بالمخطط البيانى كما فى الشکل التالى حيث: 
بیان الدالة >[(۱ء ۰66 رك ۸)ء (۰۳ ۹)ء ))٦٦٤(‏ 


Real Function 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


لاحظ أن: 

١‏ > الشکل البيانى للدالة هو مجموعة من النقط المنفصلة 

- الخط الرأسى المار عند كل عنصر من عناصر مجال الدالة يقطع تمثيلها البياني 
فى نقطة وحيدة. 


[ حاول أن تحل کے 
() في النمط المقابل جمیع المربعات متطابقة. إذا كان س عدد صفوف الشکل 1 ۰ ا 
فى هذا النمط. ص مساحة الشکل بالوحدات المربعة. 


أ ماقيمة ص عندماس = ؟ 

ما قيمة ص عندما س -9؟ 
٦‏ اكتب العلاقة الرياضية بين عدد صفوف الشکل ومساحته فى هذا النمط. 
5 هل هذه العلاقة دالة من سہ إلى ص ؟ فسر إجابتك. : 


3 تعلم | 


اختبار الخط ال رأسی 
إذا وجد أن الخط الرأسی عند كل عنصر من عناصر المجال 
يمر بنقطة واحدة فقط من النقط التی تمثل العلاقة؛ كانت 


العلاقة دالة من سے س صہ 


) مه چہ ہم 


دالة لیست دالة 
9 تال تحديد العلاقات التى تمثل دالة Identify the Relations Representing Function‏ 
© فى کل شکل من الأشكال الآنية بین ما إذا كانت ص تمثل دالة فى س أم لا. 


۵ ۲ ۷ 
شکل (۱) 

ال الحل 

شکل (۱) یمثل دالة فى س. 

شکل (۲) لا يمثل دالة فى س لأن الخط الرأسى المار بالنقطة ١(‏ ۰) پقطع الشکل البیانی فى عدد غير منته من النقط. 

شکل (۳) پمثل دالة فى س . 

شکل (4) لا يمثل دالة فى س لأنه يوجد خط رأسي يقطع المنحنی في آکثر من نقطد. 


شكل (۳) 2 شكل )٤(‏ 


دار التصر للطباعة (هدلاین) شاي الطالب - الفصل الدراسی لول ۵ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم النحنیات 


3 حاول أن تحل 
© بين أى الأشكال الآنية تمثل دالة من س س صہ مع ذكر السبب. 


۲ 
اق ۱ م 
و ار اس 
بل 
لے 
ص٣‏ 
شکل )٤(‏ 
9 مثال تعيين مدى الدالة بيانيًا 
© أ. إذا كانت د: ]٤۰۱[‏ > م حيث د(س) = س +۱ 
ارسم الشكل البيانى للدالة د » واستنتج من الرسم مدى الدالة. 
یا إذا كانت ہر: [9.۱([--> و حيث س (س) = س +۱ 
ارسم الشكل البيانى للدالة س ء واستنتج من الرسم مدى الدالة. 5 
© الحل مد 
ا الدالة د دالة خطیة مجالها [١ء‏ 0] تمغل بیانیا بقطعة مستقيمة طرفاها سب 
النقطتان (۱ء د(١))‏ ء (ہء د(ه)) أى النقطتين (۱ 4۲ سک 1 
مدی الدالة د = ]٦٦٦[‏ ۱ 

ص ۳ 
وهو مجموعة الالحداثيات الصادية لجميع النقط التى تنتمى إلى سے 
منحلى الدالة. جال الدآلة ٥)١1‏ ] ضا 

ا الدالة سی دالة خطية مجالها [١ء‏ ات أن یص(س) = د(س) 
لكل س د [١ء‏ 0[ فتمثل بيائيًا بقطعة مستقيمة إحدى طرفيها النقطة 0ت 
)۲۰٢(‏ مع إستبعاد النقطة الأخرى (ه. )٦‏ من الشکل البيائى بوضع اع لسحيا 
دائرة مفرغة عند هذه النقطة. 1 
مدی الدالة = [٦٦٦[‏ 7 ۳ 
للا حاول أن تحل مجال الدالة 191۱1 ۷ 


© (1) إذا کائت د: [۱ 9[ حيث د(س) ١١‏ دمن 
ارسم الشکل البیانی للدالة دء واستنتج من الرسم مدی الدالة. 
ب إذا كانت ص:]۔ ۱-0[ > حيث مس(س) = ١‏ - س 
ارسم الشکل البيانى للدالة ى ء واستنتج من الرسم مدی الدالة. 


٦‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


الدالة متعددة التعريض: Piecewise- Defined Functions‏ 
ٹیا عمل تعاونه ۰ 
جو الاستهلاگ الشهری 45 
00 السعر بالقروش 
لترشيد استهلاك الكهرباء والمياه والغاز يتم حساب قيمة ڪڪ 7 
بر را ۰ 
الاستهلاك الشهرى منها تبعًا لشرائح خاصة تربط كمية 5-- 
الاستهلاك بقیمته. کی 
: اکثر من . .۱9 
يبين الجدول المقابل آسعار شرائح الاستهلاك الشهری من الغاز بح 1 


الطبیعی فى المنازل بالفروش» احسب مع زمیل قيمة استهلاك 

منزل من الغاز الطبیعی بالفروش للکمیات التالية: 

٠١‏ متر مکعب شهریا. 

1۰ متر مکعب شهریا. 

[تضاف قيمة الضرائب المستحقة ورسوم تشغیل الخدمة بعد حساب قيمة الاستهلاك الشهری] 

يمكن التعبیر عن الجدول السابق بالدالة د لحساب قيمة استهلاك س مترًا مكعبًا من الغاز شهريًا حيث س3 ع 

على النحو التالى: 
٣‏ سس عندما ‏ وس 

د(س) - ٠‏ س-١٠96١٠‏ عندما ۲۵ < س 

۰س - ۰۰ عندما س > ۵۰ 


وهی دالة حقيقية متعددة التعریف (معرفة بأکثر من قاعدة) 


3 تعلم 

الدالة متعددة التعر یف» هي دالة حقيقية یکون لکل مجموعة جزئية من مجالها قاعدة تعر یف مختلفة. 

3 حاول أن تحل 

(ك) تحقق باستخدام الدالة السابقة من صحة اجابتك فى عمل تعاونی » ثم احسب قيمة الاستهلاك الشهری من 
الغاز للکمیات التالية: 
٠6 [‏ متر مكعب ۳ 40 متر مكعب * 06 متر مکعب 


رسم الدالة متعددة التعريف: 


ف مثل 


إذا كانت د(س) - 
ف 9 2 عندما 2۲س <ه 


عين مجال الدالة د ومثلها بیان واستنتج من الرسم المدى. 


۳س غندما -۲ وس < 7 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۷ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم النحنیات 


© اس 


القاعدة الأولى: د,(س) ۲ -س عندما -؟< س < ٢‏ أى على الفترة [-۲» ۲[ 
وهى لدالة خطية تمثل بقطعة مستقيمة طرفاها النقطتان 
27 ۵ وك )١‏ مع وضع داثرة مفرغة عند النقطة (۲ ۱( 
لان 2۲ [-۰۲ ۲[ كما فى الشکل المقابل. 

القاعدة الثانية : سو ب(س) = س عندما 2۲ 
وهی لدالة خطية تمثل بقطعة مستقيمة 


س<ه أى على الفترة [٢ء‏ 5] 


ويكون مجال الدالةد = [-٠ء [o ۲-[-]* UY‏ 


مجال الدالة د = [-لاء ۵] 
مدى الدالة د = ]۱ ه] 
1 حاول أن تحل 


(ق) إذا كانت د(س) = ۱ 


عين مجال الدالة ومثلها بیان واستنتج 


س -۱ عندما -۲ س < 


سن ١+‏ عندما س > 


من الرسم المدى. 


(کافی كل من الأشكال البيانية التالية استنتج مجال ومدى الدالة. 


۸ کتاب الریاضی 


ت البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


مستقيمة طرفاها النقطتان (۲» ۲)ء (0.ه) 


5 
۸ 
0 
۲ 


ت5 مجال الدالة و 
في الشكل البياني الممثل للدالة د 
مجال الدالة - [أء ب] 
مدى الدالة > جک ] 


تحديد مجال الدوال الحقيقية والعمليات عليها 


Determining the Domain of the Real Functions and Operations on it 


يتحدد مجال الدالة من قاعدة تعریفها أو الشكل البيانى لها. 
۱ 2210 


مجال الدالة كثيرة الحدود هو 
مجموعة الاعداد الحقيقية ما 


مثا 
2 نال تعيين مجال الدالة  Determining Domains‏ 


(0)) حدد مجال کل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآنية: ری مه 
ا دص) بج © د,(س) باس -۲ رت 
د,(س) ۷ سه ۳ د (س) = س۶-۲ 

© الحل 


أ الدالة د, تکون غير معرفة عندما یکون المقام = ۰ لذلك نضع س۲- ۰-٩‏ آی س ۳ 
وعلیه یکون مجال الدالة د هو ع - ۳-1 ۲. 


اشارة 
ب مجال الدالة د, هو جمیع قیم س التى تجعل قيمة ما بداخل الجذر نوت خی س٢٣‏ 
. جميع قي 7 ۲ 5 
شاع 2000 يد 5 ۳ 
التربیعی موجبًا أو صفرًاء أى قيم س التى تجعل س - ۳ > ٠‏ 
س ۳ > ۰ س > ۳ + مجال د = [٤ء‏ © [. 
گا د,(س) = س -1 دلیل الجذر عدد فردی ‏ مجال دہ = ع 
د تکون د, معرفة عندما یکون س" - 4 > ٠‏ + 8 وت 
همهم 
وعليه فان مجال د هو ]-»-۲[ لا ]۲[ = ع -[-۲۰۲] 1 7 


لاحظ: 

إذا كانت د(س) =۴ ر(س) حیث ن 3 صہ ن > ۰۱ ر (س) کثيرة حدود 
أولا:عندما ن عدد فردی فان مجال الدالة د = ع 

ثانيًا: عندما ن عدد زوجی فان: مجال الدالة د هو مجموعة قیم س بشرط ر(س) > ٠‏ 


لتلا حاول أن تحل 

(۷) حدد مجال كل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآتية:- 
اي با در(س) -باس15-7 
+ د (س) =۴ س لام جوع 


إذا کان مجال الدالة د حیث د(س) یی هو ع -[۳) أوجد قيمة ك. 
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الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم النحنیات 


68 نعم ) العمليات على الدوال Operations on Functions‏ 


ذا كانت دې » دې دالثين مجالاهما م,» م, على الترتيب » فإن: 

۱ (م دم) (س) = د, (س) ± د,(س) 2 مجال (د, دد) هو ۴۴ک" 

۲ (د, د,) (س) = م (س). د,(س) ۰ مجال (د,. د,) هو مکم) 

۳ رخ ری دام حيث د,(س) ۰# مجال() هو (م,0م)-ف(ب) 
حيث ف (د,) مجموعة أصفار د, 


نلاحظ أنه فى جميع الحالات السابقة ء مجال الدالة الجديدة يساوى تقاطع مجالى د,ء د, باستثناء القيم التى تجعل 
د,(س) = ٠‏ فى عملية القسمة. 
فی مثر 


© إذا كان د(س)- س" - من » ر(س)= ۷ س +۲ ۰ ع(س) = ٤‏ -س 
أولاً: أوجد قاعدة ومجال کل من الدوال الآتية: 


آ (د+ر) کا (ر- ع) 
+ (د. ع) د 
ثانیّا: احسب القيمة العددية - إن آمکن - لكل من: 
١‏ (ر-ع)() ب (د,ع)(ہ) + )م 
@ الحل 
أولاً: مجال د = م = ع » مجال ر = مم = [-7 © [» مجال ع = م -]-»» 4] 
أ (دخر) (س) - د(س) + ر (س) ربج ےک 
س'- ٤س‏ +۷ س 7۲۶ تسس وهس 
ومجال الدالة (د +ر) هو ع6 [۔٠ءہ‏ [=[-۲ء*[ 3 N‏ 3 
۳ (ر-ع) (س) = ر(س)- ع (س) رب يه 
= ۷ س +۲ - ۶۷ -س و پر 5 ےہ 
ومجال (ر - ع) هو: [-؟ .© [ 0 ]- 6 ۶] = ]٤٤٤-[‏ 5 سار 
> (د.ع) (س) = د(س).ع (س) 
۷ 
-(س'-٤س)‏ ۶۷-س روس وس سس 
ومجال (د.ع) = ع 0] -عه 4] -] -٭٭٤٤٤]‏ پچ EE‏ ت 
Nf‏ 


۱۰ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


6ا (س) - عاط ٢س‏ تساه 
۳ یں ی ۷ 
نو ۲ سی ہے 
مجموعة اصفار الدالة د هی )٤٤٤(‏ : سم 
۱۶ ۷۴ -ص(د) 


مجال (&( =[ ٭٤٤]٥ع-۔[٤])‏ =[ د 4[ ل 
ثانيًا: القيم العددية: 
ا ويه اعابت و ند 
۳-۰ :]۰ (ردع)(1) ۲۷-۴۷ -صفر 
٢ات‏ (د.ع) (س) = (س' - ۶س) ۶۱۷ -س لکل س3 ] ]٤٤٤-‏ 
3 ]دی ] .(د,ع)(٥)‏ غير معرفة 
7 سس )۔ ہے مت ای [-) 
۰ 3۳ ]- م 4[ EEN. EÊ‏ 5 
3 حاول أن تحل 
(۸) إذا كانت دہ ر دالتين حقيقيتين حيث: 
د(س) -س' - 4 ء ر(س) =۷ س -۲ أوجد: 
| مجال کل من الدوال الآتية: (د«ر)»(د.ر) ۰( )» (2) 
© آوجد القيمة المددية - إن آمکن - لكل من: 
(«دن)60) ۰ <M) < (MO)‏ ریم 


ٹیا عمل تعاونه ‏ ) تركيب الدوال Composition of Functions‏ 
يقوم مصنع بتصدير جزء من إنتاجه يعطى بالعلاقة د(س) = + س حيث س عدد الوحدات المنتجة فى العام الأول» 
وكان عدد الوحدات المصدرة فى العام التالى يعطى بالعلاقة ر(د) = د + ۱۵۰۰ حيث د عدد الوحدات المصدرة فى 
العام الأول. 
ابحث 3 زميل) كم يكون عدد الوحدات المصدرة فى العام الثانى إذا كان انتاج المصنع فى العام الأول 
ا ٣٠٠٠٢‏ وحدة ب ۰۰ وحدة 
تق من صحةاستاجك تی مخ ای 


0 
انتاج العام الأول المصدر فی العام الأول المصدر فی العام الثانى 
2528239 0 ۔ .سٹک“ 
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الوحدة الأولى: اندوان الحقيقية ورسم المنحنيات 


8 تعلم ۱ 
إذا كان مدى الدالة د تقاطع مجال الدالة ر لا يساوى © فإنه يمكن استنتاج دالة جديدة ع تتركب من 
الدالتين السابقتين وهى: 
وتقرأ ر ترکیب دہ أو ر بعد د حيث تطبق الدالة د أولاً ثم الدالة ر 
ويكون ع(س) -(ره د) (س) 

= ر(د(س)) 
من المخطط السابق یکوٹ: 


۱ ع (۲۰۰۰۰) عر [د(۲۰۰۰۰)] گا ع )= سي و ١‏ 
= ر(۵۰۰۰) ۵۱۱۰ 
۵۰۰ + 1۵۰۰-۱۵۱۰ وحدة 
فكن هل عملية ترکیب الدوال عملية إبدالية؟ 
> لبحث الإجابة عن هذا السؤال أوجد (ده ر) (س) ء (ره د) (س) حيث د(س) = #س"» ر(س) = اس 


3 حاول أن تحل 
() إذا كان د(س) = س +21 ر(س) = ٣س‏ 
أولا: أوجد (ده ر) (*) ثانيا: حدد قيم س التى تجعل ( ده ر) (س) = ۶۲ 


چ' میں 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


: أى المخططات الآثية تمثل دال من سہ إلى صہ‎ )١( 


سے کیا صہ 


١‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


سا 2 


© أى من الأشكال البيانية الآنية لا تمثل دالة فی س: 


اس (ج) 


)6۷ العلاقة المبينة بمجموعة الأزواج المرتبة والتي لا تمثل دالة هي: 
| [(۱ ۳ ۳ ۹00 ( ۷ )۷ء 10۹ 
# إلى {FF (FY) (FN) )٣‏ 


(ك) جمیع العلاقات الآتية تكون فیها ص دالة فى س ما عدا العلاقة: 


أ. ص = ٣س‏ +۱ کا ص ع«س -8 
> س -ص۲-۲ د ص = حاس 
أجب عن ما يأتى: 
س ہ1 ها ۲> س ج٤‏ 
حدد مجال الدالة د حيث 
(۵) حدد مجال الدالة د ث د(س) 0 ۴ e ke‏ 
ثم ارسم الشكل البيانى للدالة » ومن الرسم استنتج مدى الدالة. 
ر6 ارسم الشکل البياني للدالة د حيث: 
س +۳ عندما س > ۲ 
دس | 7 ومن الرسم است 
٢س ١-‏ علد س < ۲ 


س +۳۰ عندما -۲ 2س < ٠.‏ 


0 إذا كانت د(س) ۰ 


عندما ۰ <س <ء 


ارسم الشكل البيانى للدالة ده ومن الرسم استنتج مدى الدالة 


س ١+‏ عندما -؟ واس ٠<‏ 


٭ س <۲ 


(۸) إذا كانت د(س)۔ ۱ 


ارسم الشکل البيانى للدالة ده ومن الرسم استنتج 


س+٢‏ عندما 


بح مدى الدالة 
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الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


٤س‏ +۳۲ عندما س < ۱ 
ره إذا کان: د(س) = 2 عندما <١‏ س <۲ 
س*- ۱‏ عندما س > ۲ 


آوجد: 
نیع با () + د0( 
© لاسططلميكلشكل إذا كانت سرعة دراجة بخارية ع(ن) بالسنتيمتر/ ثائية تعطى بالدالة ع حيث: 


من عندما + و ۱۰ 
ع(ن)-] ۸ عندما ۱۰ <ن < ۲۰۰ 


-كن + ۸۸۰ عندما ۲۰۰ 2ج ن << ۲۲۰ 
حيث ن الزمن بالثانية» آوجد: 
لا ع( عا ع(١۵٥)‏ گا (E‏ 
9 الربطبالتجارق تمثل الدالة دء حيث: 
لس عندما > <س < ۵۰.۰ 


د(س) = | لاس ٣٥٢+‏ عندما 0۰۰۰ < س ۱۵۰۰۰2 
اس + ٠٠٠٠١‏ عندما ۰ < س ٦٦.2‏ 


المبلغ بالجنيه الذى تنقاضاه شركة لتوزيع أحد الأجهزة الكهر بيةء حيث س تمثل عدد الأجهزة الموزعة. أوجد: 
۱ د(۵۰۰۰) با د(۰( > اد( م) 
9 الربط۔بالھندسق إذا كان ح محيط مربع طول ضلعه ل. اكتب محيط المربع كدالة في طول ضلعه ح (ل) 


ٹم أوجد: 
(zl‏ قاع 


9 الربطبالهندييية إذا كانت م مساحة دائرة طول نصف قطرها نق, اكتب المساحة كدالة فى طول نصف القطر 
م (نق) ثم أوجد م(۲)» م(ہ). 
9 عين مجال كل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآنية: 


[ و کے تھے بپ ے د 
(س) س - وس ٦+‏ د(س) س +۲ 


١‏ کتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 


© عي د موس 6 یا ے جح 
¥ ۱ 1 
د(س) = اض 2 د(س) 5 کي ۲ 


9 إذا کان: دع يع حيث د,(س)= ٣س‏ -۱ ء 
د[ ]س ع حيث دہ (س) - ٢س‏ +ع 
فأوجد: (د, + د,) (س)ء (د, - د,) (س) مبينًا مجال كل دالة. 
59 ذا كان: د,(س) = س۲۲ ومجال د, = [-٤۰٤٤]ءد,(س)‏ = س" + اس ومجال د, = [-۱ء ۳]ء 
أوجد: (د, +د,) (س) ۰ (د,-ى) (س) ۰ (2د) (س) ۰ (2) (س) سینا مجال كل دالة. 


(9 إذا كان: د(س) = *س +۰۱ ر(س) - س؟-٥»‏ ق (س) = س" 
أو جذ: 


[ (دهر)() > (ر ه د) (۲) > (ره ق) (۱) د (ق ه د) (۲) 
© إذا کان: د(س) بت » ر(س) = س +۳ 
آوجد: (د هر)(س) 2 ۰ (ره د) (س) وحدد مجال کل منهما. 
© |ذا کان: د(س)-س۳-۲ ...۰ ر(س) اس ۲ 
أوجد: (د ه ر) (س) فى أبسط صورة محددا المجال ثم وجد (د ه ر) (۳) 
NS‏ ۱ 
إذا كان ع (س) =۷ س٣٤‏ فأوجد الدالتين دء ر بحيث یکون: ع(س) - (د ٠‏ ر) (س) 
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الوحدة الأولى 


۲ / بعض خواص الدوال ۱ 


Some Properties of Functions 


قد يتميز الشكل البيانى للدالة د حيث ص = د(س) بصفات هندسية تلاحظ من الرسم 


سوف تتعلم 

4 التمائل فى منحنيات الدوال. بسهولة» ويمكن استخدامها في دراسة الدوال وتطبيقاتها وأشهر هذه الصفات التماثل 
4 الدوال الزوجية. Syme‏ حول محور الصادات أو التمائل حول نقطة الأصل. 

4 الدوال الفردية. 

4 الدوال الأحادية. تمھیج 


سبق أن درست التماثل حول مستقیم» حیث يمكن طى الشکل على تفر ؛ لينطبق 
نصفا المنحنی تمامّاه ودرست كذلك لتماثل حول نقطة الأصل. 


Ês‏ المصطلحات الأساسية 


Symmetry ائل‎ 4 
Even Function دالة زوجية‎ 4 
Odd Function دالة فردية‎ 4 

4 دالة أحادية 


One - to عم0-‎ Function 
التمائل حول محور الصادات التمائل حول نقطة الأصل.‎ Horizontal Line خط أفقی‎ 4 


شکل (۱) شكل (۲) 


فى شکل (۱): 
تکون النقطة (- س ء ص) الواقعة على الشکل البیانی لمنحنی الدالة ھی صورة النقطة 
(س ء ص) الواقعة عليه أيضا بالانمکاس حول محور الصادات. 


ا 9 الأدوات المستخدمة 
فى شكل (۲): 


4 آله حاسبة علمية - پرامج ۲ ۱ 5 8 ہو اي 
رسومية للحاسوب یوضح الشکل البیانی للعلاقة بين س ۰ ص تماثل المنحنی حول نقطة الاصل» حيث 
إن النقطة (-سء -ص) هي صورة النقطة (سء ص) الواقعة على نفس المنحنى. 


1 حاول أن تحل 


را فى كل شکل من الأشكال الآنية بین المنحنيات المتماثلة حول محور الصادات 
والمنحنيات المتماثلة حول نقطة الأصل. 


۱۹ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


(ج) 


هل تتماثل منحئيات جميع الدوال حول محور الصادات أو حول نقطة الأصل فقط؟ فسر إجابتك. 


Even and Odd Functions الدوال الزوجية والدوال الفردیة:‎ 


032 تعلم 


الدالة الزوجية: يقال للدالة د: س > ص إنها دالة زوجية إذا كان د (- س) = د (س)» لكل س » -س 3 سم 
ويكون منحنی الدالة الزوجية متمائلا حول محور الصادات. 

الدالة الفردية: يقال للدالة د: سم > ص إنها دالة فردية إذا كان د (- س) = - د (س)» لكل س» -س 3 سہ 
ويكون منحنی الدالة الفردية متماثلا حول نقطة الأصل۔ 

للحظ: كثير من الدوال ليست زوجية ولیست فردية 

عند بحث نوع الدالة من حيث كونها زوجية أو فردية يجب تحقق شرط إنتماء العنصرين س » -س إلى مجال 
الدالةء وإذا لم يتحقق كانت الدالة ليست زوجية وليست فردية دون إيجاد د(-س) 


لق مثال 
() ابحث نوع الدالة د في كل مما یأتی من حيث كونها دالة زوجية أو فردية. 
د(س) = س" > د(س)- ماس +۳ اذاد(س)- جتاس 


أ د (س) = س" 5 
© الحل 
أ. د (س) = س" مجال دع 
...لكل س » -س 3 عء یکون: د(-س)- (-س)' = س' 
آی آن: د(-س) = د(س) .۰ د دالة زوجية 
۷ د(س) = س٤‏ مجال دع 
.. لكل س » -س 3 ع ء یکون: د(-س) = (-س)" -- س" 
أى أن: د(-س)- -د(س) .. د دالة فردية 
اب 
تسمی الدالة د: ع -->م » د(س) = اس حيث | ۰ .ن 3 ص دالة القوی» 
وتکون الدالة زوجية عندما ن عدد زوجی ء فردية عندما ن عدد فردی. 
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3 د(س) س +۰۳۰ مجال د = [-۳ 0۰ | 


للحظژأن 34 [ [-۳ ۰ [ [ یلما -24 [-۰۲ 90[ 
.. الدالة د ليست زوجية ولیست فردية. 


ذا د(س) <حتا س ء مجال ددع 0 


۰ لکل س » -س 3 ع يكون: ۵۳ !+ 
د(-س) = حتا (-س) = حتاس حتا (-س) = حتا س 
أى آن: د(-س) -د(س) ..د دالة زوجية و 9 
ایل حاول أن تحل 
(۷) ابحث نوع الدالة د فى کل مما یأتی من حيث کونها دالة زوجية أو فردية أو غير ذلد 
أ. د(س) -جاس + د(س) دس" + جتاس > د(س) دس" - جا س 
د د(س) = س" جتاس ۵ د(س) دس" جاس ۶ د(س) = س چتاس 
ڑا د(س) = س + س" ع اد(س) - جاس +جتاس اط د(س) = جاس جتاس 
ماذا تستنتج؟ 
خواص هامة: 
إذا کان كل من: د, » د, دالة زوجية » وکان کل من: ر,» ر, دالة فردية » فإن: 
ری a‏ آ1 رجرہظ قرفية 
۳ د × دې دالة زوجية ۶ × ر دالة زوجية. 
۵ د × رم دالة فردية )٦‏ د,+ر, ليست زوجية ولیست فردية. 


باستخدام الخواص السابقة ء تحقق من صحة إجابتك فى بند حاول أن تحل (۲) 
فی مار 


(۲) یوضح کل شکل من الأشكال البيانية التالية منحنی الدالة ده حدد من الرسم ما إذا كانت الدالة د زوجية أو 
فردية أو غير ذلك و حقق إجابتك جبریا. 


۱۸ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


© الحل 
1 د (س) = س + سء من الشكل البيانى للدالة د للإحظ أن: 
مجال د = عء منحنی الدالة متمائل حول نقطة الأصل ؛ أى أن الدالة فردية 


۰ کل س » -س دع .د (-س) = (- س) "+ (-س) 
بالتبسیط: د (-س) --س"-س 
تأخذ (-۱) عاملا مشتركًا د(-س) --(س"+س) 

د (-س) = - د (س) 


أى أن الدالة فردية. 
۳ د (س) =۲ - س" » من الشکل البيانى للدالة د نلاحظ أن 
مجال د = [-۰۲ ۲] ء ومنحنی الدالة متماثل بالنسبة لمحور الصادات؛ أى أن الدالة زوجية 
+ كل سء سن [-7ء ۷] ۰ د (-س) = ؟- (-س)" 
پالتبسیط د (-س)۲- س" 


د (-س) - د (س) أى أن الدالة زوجية 
7 د (س) = س" -٤س»‏ من الشكل البيانى للدالة د للإحظ أن: 


مجال د- ع ء ومنحنی الدالة ليس متماثلا حول محور الصادات» وليس متماثلًا بالنسبة لنقطة الأصل؛ 
أى أن الدالة ليست زوجية وليست فردیة: 


٠‏ کل س» -س 3ع پت د(س) <(س)۶-۲ (س) 
بالتبسیط د (-س) = س ۲+ ۶س ٭ د(س) .٠.‏ د ليست زوجية 
ولكن - د (س) = - س ٤+‏ س 
لذلك فإن د(-س) # - د (س) .'. د ليست فردية 
أى أن الدالة د ليست زوجية وليست فردية. 
1 حاول أن تحل 
©) اذكر نوع كل من الدوال الممثلة بالأشكال البيانية الآثية من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 
| ب ج د 
صر ص 
آ٤‏ عو 
۴ 
۳4 نی 
4 ر ۴۳ ا ا 
2 7 


دار التصر للطباعة (هدلاين) کتاب الطالب - الفضل الدراسى الأول ۹ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


٣ص‎ 


ف مار 


© يمثل الشكل المقابل منحنى الدالة د حيث: 
عندما س < ۰ 


۱ 
دسا نت 
7 ا 
بين أن هذه الدالة زوجية وتحقق من ذلك جبر 
© الحل 
من الشكل البيانى المجاور يتضح أن منحنى الدالة متماثل حول محور الصادات؛ أى أن الدالة زوجية. 
التحقيق الجبرى: 


عندما س > ۰ 


کے 


TE‏ ۾ ملب سما لمو)ت: 
کل‌س »تس 3 مجال د ..د(س)۔] لسا 
بت انت عندما (س) ٠>‏ 
(-س) 
عات عندما س > ۰ 
بالتبسيط د (-س) = 2 
ل عندما س<. 
س 
2-2 عندما س < 
بتبديا كتابة القاعدتیر: د (س) = س 
بل ۳۹ 3 ها سل عندما س > 
سن 


أى أن د (-س) د (س) فالدالة زوجية. 
ايلا حاول أن تحل 
() مثل الدالة د حيث د (س) = 


fa 
8 


ثم بیّن: هل الدالة زوجية أو فردية أو غير ذلك؟ وتحقق من إجابتك جبر 


کے 


۲۲٢‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


3 


بعض خواص الدوال 


الدالة الأحادية: One - to - One Function (Injective Function)‏ 
0 الدالة د:س, سح+ص. تسمی دالة أحادية إذا كان: 

لكل أءب دس ء د()-د(ب) فان أدب 

أو لكلب فان د(ا) #د(ب) 


ف مار 


© يوضح كل شكل من الأشكال البيانية الآثية منحنی الدالة دس صہ ء أثبت أن د دالة أحادية. 


1 ص 


ال الحل 
آ ا د(س) = س ٢۲ء‏ مجال د = ے 
لكل أءب دع فان د )=+ 8 د (ب) = ب +۲ 
بوضع د(ا)<د(ب) 0.220.]+؟دب+؟ 


وبحذف ۲ من الطرفین 2 ..]<ب لذلك فان د دالة أحادية 
با د (س) ےگ ب مجال ددع -(۲] 

لكل ا.ب دع -(۲ فان د() - کب د(ب) دا 

بوضع د0 سبع ل سس ی 


بالضرب التبادلى ۳اب -11-هب +۳<۱۰ اب -٦ب-٥1+٠٠‏ 
بالحذف والتبسیط کو اھ نے لذلك فان د دالة أحادية. 


8 تعنم ۱ إختبار الخط الأفقى Horizontal - Line Test‏ 

تكون الدالة د؛ سس صہ دالة إحادية إذا کان الخط الأفقى (الموازی لمحور السینات) عند كل عنصر من 
عناصر مدى الدالة يقطع منحنی الدالة ی نقطة واحدة. 

ألا حاول أن تحل 

(۵) فى بند حاول أن تحل (۳) ص (۱۹)ء بين الأشكال البيانية التى تمثل دالة إحادية. 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۲٢‏ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


0 آلبت أن دسر ص دالة إحادية حيث: 


۲س -۵ 
۶ س +۳ 


ب 
7 


أ د (س) = ۲س -۳ ہے (س) = 


ف مثل 
© بین أن الدالة دس > ص حیث د (س) = س" ليست دالة أحادية. 
© الحل 
د (۲) < )٤ا‏ یذ (-۲) دع .۰ 3 سرت سراحك 
۷۲-۰۰ .*. د ليست أحادية 
ونلاحظ أن الخط الأفقى عند ص = ۶ بناظر قيمتين غير متساویتین 
للمتغیر شس ھما ٢ء‏ ۷ 2 98 
8 حاول أن تحل 
(۷) بين أن دسرب ص ليست دالة أحادية 


3 


أ د (س) دس" ١‏ ر (س) سس - دس ٦+‏ 


تفکیرناقد: إذا كانت د زوجية فهل یمکن أن تکون د أحادية؟ فسر ذلك؟ 


تچ مر 8 


(0) اذکر ما إذا کان تمائل المنحنی حول محور السینات أو محور الصادات أو نقطة الأصل ثم فسّر إجابتك. 


شکل (۱) شکل (۲) 


)٢(‏ أوجد مدى کل دالة وبين نوعها من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 


شكل (۲) 


۲۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


٢ - | 


بعض خواص الدوال 


شکل )٤(‏ شکل (۰) 


© ابحث نوع الدالة د من حيث کونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 


أ) د(س) = س٤‏ +س ۱-۴ با د (س) = ٣س ٤‏ س" 5 د (س)= س" ب 
۳ 

۵ د(س) س - ٣س‏ ھا د(س) ےسک 3 د(س) -س حتاس 

.1 إل 

ڏ) «(س) =۷ س +1 گا دس( = د (س) = (س +()” 


ره إذا كانت د,ء دب دې دوال حقيقية حيث د,(س) دس د,(س) = حاسء د (س) = دسل 
فبين أى الدوال الاتية زوجية وأيها فردية وأيها غير ذلك 


انح + ساود x‏ د x‏ 
د يذ دی دكاد دید 


© إذا كانت دء ر دالتین حقیقیتین حيث د(س) = (۷-س)ء ر(س) = (۷+س)' 
بين أى الدوال الآتية فردية وأيها زوجية وأيها غير ذلك. 


5 د 
1 دادر 5 در 5 ديل 5د 
ل 


2 ارسم منحنيات كل من الدوال المعرفة كما يلى» ثم بين أى منها زوجية وأى منها فردية وأيها غير ذلك» وتحقق 


من ذلك جبريًا. 
۲ عندما سے٠‏ سییر عنما سه" 
أ. د(س) = با د(س) = 
۲ , ۲ 5 
7 عندما س س عندما س < 
سز سا اتوي * بے جیما يچ 
© «(س) - © «(س) - 
۷س عندما س < ` ١-۔س‏ عندما س <` 
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(۷) أجب عن ما يلى من خلال الأشكال الآنية: 


شكل (۲) 


)٤( شکل‎ 


شكل (۳) 


أولًا: أكمل رسم شکل (۱) وشكل (۳) في كراستك» بحیث تصبح الدالة زوجية على مجالها. 
ثانيًا: أكمل رسم شكل (۲) وشكل )٤(‏ في کراستكء بحيث تصبح الدالة فردية على مجالها. 


ثالبًا: حدد مجال ومدى الدالة فى كل حالة وبين أى الأشكال البيانية تمثل منحنى دالة احادية. 


(۸) في كل من الدوال المعرفة كما يلى حدد ما إذا كانت الدالة المعطاة أحادية أم لاء مع توضيح السبب. 


"اتی نے + 


د ےن ۱ 
چ (س) = س 


| د(س) = ۲ س ١+‏ ات د (س) = 


ھ 


د د (س) = ۲س" -س - ۲ د(س) س٣‏ + س" ١+‏ 


® ناعق يعمل سعيد في مصنع لإنتاج المصابيح الموفرة للطاقةء فإذا كان يتقاضى ۸ جنيهات جرا عن 
كل ساعة عمل بالاضافة إلى ٠,۳‏ نیا عن كل مصباح ينتج يوميًا. 


١‏ اكتب قاعدة الدالة د التى تعبر عن أجر سعيد إذا كان يعمل ۷ ساعات يوميًا. 
۳ هل الدالة د أحادية؟ فسر إجابتك. 


9© تفكير| بداعي: مل بیان منحنى يحقق الشروط الاتية: 


۱ يمر بالنقط (۲-۰۰) ء (۰۲ ۲) » (۷۰۳) ويمثل دالة زوجية. 
5 يمر بالنقط (۰۰ ۰۳ ۰۱:۲2 ( ۰٤‏ ه) ويمثل دالة فردية. 


۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


الوحدة الأولى 


/ اطرادالدوال ۱ پ 


يوضح الشکل البياني المقابل درجات 
الحرارة المسجلة بمديئة القاهرة فى أحد 
الأيام » لاحظ التغير فى درجات الحرارة 
بالنسبة للزمنء ثم حدد من الرسم: 
أ فترات تناقص درجات الحرارة. 
۳ فترات تزايد درجات الحرارة 
7 فترات ثبات درجات الحرارة. 


تساعدنا صفات منحنیات الدوال فى معرفة سلوك الدالة د وتحدید فترات تزا 


Monotonicity of Functions 


درجات الخرارة (ع) 


لها نهذ © 


0171ء ۶ 


۲ 3 1 ۸ 8 ) ٦ 12 E 
الزمن‎ 


تناقص أو ثبوت. د(س) كلما زادت س وهو مايعرف باطراد الدالة. 


69 تعلم أ 


تزاید الدالة: 


يقال للدالة د آنها ترايدية فى الفترة ]1» ب[ 
إذا كان لكل س »س 3 ]أء ب [ حیث: س, > س, 


فان: د(س۔) > د(س) 


تناقص الدالة: 


یقال للدالة د أنها تناقصية فى الفترة اج و[ 
إذا کان لكل س,»س, 3] جء ئ[ حیث: س > س 


فان: د(س,) < د(س) 


ثبوت الدالة: 
يقال للدالة د آنها ثابتة فى الفترة ]لء م[ 


إذا كان لكل س,ءس, 3]لء 5 حيث: س > س 


فإن: د(س,) = د(س,) 


دار التصر للطباعة (هدلاين) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


يداو 


سوق تتفلم 3 


۹ اطراد الدوال. 
۹ استخدام البرامج الرسومية مثل 
(0:0»و660 )في رسم منحنی دالة 


المصطلحات الأساسية ۴ء 
4 اطراد. 


Increasing Function دالة تزايدية.‎ 4 


۸۸۸۲۱10۷ 


4 دالة تناقصية. 
Decreasing Function‏ 


Constant Function  .ةحباث دالة‎ 4 


الأدوات المستخدمة 2ھ _ 


4 آلڈ حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


۳۵ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


ف مثر 
(۱)) ابحث اطراد الدالة الممثلة فى الشکل البيانى المقابل. 
© الحل 

> الدالة تناقصیة فى الفترة ]-۰ [٠‏ 

> الدالة تزايدية فى الفترة ]0 1۲ 

> الدالة ثابتة فى الفترة ]۲ء [ 


6 حاول أن تحل 
() فى الشکل المقابل: 
ابحث اطراد الدالة الممثلة فى الشكل البيانى المقابل. 


فق مار 


(۲) يوضح كل شکل من الأشكال البيائية التالية منحنى الدالة د: س + صہء حیث ص = د(س) استلتج من 


الرسم مجال ومدى الدالة وابحث اطرادها. 


۱ ب 


© الحل 
| مجال د = م -] - ٠)‏ [ء مدی د -] -ه 0[ الدالة تزايدية فى ]ےہ , مہ[ 
- مجال د = ] -©, ۲] [U‏ ۲ | =[ -مه ,90 [ 
الدالة تزايدية فى ]-۰» 1۲ء تزايدية أيضًا فى ] ؟ :6 [ء مدی الدالة - ع 


5 مجال د- ] -۱۰۰0[لا۱] ۲ہ [ مدى د =] - © [٤‏ 
الدالة ثابتة فى ] -ده ٠‏ ۱[ » وتناقصية فى ] ۲ .هه [ 


۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


[& حاول أن تحل 
(9) في كل من الأشكال التالية استنتج مجال ومدی الدالة ثم ابحث اطرادها: 
1 ب 7 


۳ 
2۰۳ 
تفكير نات أى من الأشكال السابقة بمٹل دالة إحادية ؛ فسر إجابتك 
استخدام البرامج الرسومية فى دراسة خواص الدوال 
تتعدد البرامج الرسومية لتمٹیل الدوال بیان . ومن أشهرها برنامج 6٥06600‏ المجانی للتابلت أو الحاسوب, 
باستخدام برنامج 6٥66000‏ مثل بیان الدالة د حیث: د(س) -س” - ؟س + ؟ . ومن الرسم: 
١آ‏ أوجد مجال ومدی الدالة, 
۷ ابحث اطراد الدالة ونوعها من حيث کونها 
زوجية أو فردية أو غير ذلك. 
لتمٹیل الدالة ييانيّا اتبع الخطوات التالية: 
-١‏ افتح نافذة الجبر والرسم البيائى من برنامج 
(GeoGebra)‏ 
ثم إضغط 8188181 واختر || 
النافذة المبينة فى شکل .)١(‏ 


۲- فى النافذة الجبرية اکتب قاعدة الدالة 
د(س) = س" ٣س‏ + ؟ بمريع الادخال (0۳۷۷) 
على النحو التالى: 
8 2 0 099 050 9( -۔یدا 
ثم اضغط 8 فيظهر فی النافذة البيانية مٹحنی الدالة» 
وفى النافذة الجبرية قاعدة الدالة كما فی شکل (۲) 


دار التصر للطباعة (هدلاين) كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ۲۷ 
دس 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم النحنیات 


مگ يہ 1 0 ١۷‏ یر ۵ 
۳- لتحدید نقط على منحنى الدالة اختر ىم LAPIS]‏ 
لے ۰ 9۰۰ هی 


من شريط الأدوات ثم نقطة جديدة من القائمة 
المنسدلة» حرك المؤشر حتى تصل إلى موضع النقطة 
المراد تحديدها على المنحنى واضغط إدخال لتظهر 
النقطة على المنحنى فى النافذة الرسومية كما يظهر 
إحداثيى النقطة فى النافذة الجبرية كما فى 


شكل (6). شکل (۳) 


من الشكل البيائى للدالة نجد: 
[ | مجال د-] - ہہ [» مدی د-] - هی مه[ 5 


جا الدالة تزايدية فى ]-۰[۱-۰00 تناقصية فى ]-۱ 3 ۱ء تزايدية فى ]۱ ٤‏ 
كما أن الدالة ليست زوجية وليست فردية. 

لاحظ: 

النقطة (۰۰ ۲) هی نقطة تمائل لمنحنی الدالة كما أن الدالة د ليست دالة أحادية. 

5 58 > ما 
باست ستخدام برنامج Geogebra‏ ارسم منحنی الدالة د: د(س) لسن 5 س" چ راقلا جه تر اس و واد 
ومن الرسم ابحث اطراد الدالة ونوعھا من حيث كونها زوجية أو فردية أو 
غيرذلك. 


® تمارين ۲-۱ ® 


0 الأشكال الآنية تمثل الشكل البيانى لبعض الدوال» استنتج من الرسم المدى وابحث الإطراد: 


شكل (۳) 


۲۸ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


42 حدد مجال كل من الدوال الممثلة بالأشكال الآنية ثم اكتب مدى الدالة وابحث اطرادها. 


(۴) اذاكانت د:[۴ء 1] سكي 
٤ین‏ عيذم الاج سوا 


د(س) = 


س عندما وچس نا 


ا ارسم الشكل البياني للدالة د » واستنتج من الرسم مدى الدالة وابحث اطرادها. 
+ هل د دالة احادية؟ فسر اجابتك. 


إذا كانت الدالة د فى تزايد مستمر أو تناقص مستمر على مجالها هل تكون د دالة أحادية؟ فسر إجابتك. 
0 باستخدام أحد البرامج الرسومية ؛ ارسم منحنى الدالة د فى كل من ما يأتى ء ومن الرسم استنتج اطراد الدالة 
ومداها ونوعها من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 


أ. د(س) = س" -ه 9 د (س)-؛-س"” + د(س) = (س ١+5)‏ 


شا د (س)- س" ھا د(س) = س" - ٣س‏ و د(س) 


دار التصر للطباعة (هدلاين) کتاب الطالب - الفضل الدراسی الأول ۹ 


الوحدة الأولى 


Graphical Repreentation of functions, Geometriadl Transformations 


۱ 1 /التمثيل البيانى للدوال والتحويلات الهندسية ۱ 


6 سوف تتعلم 

4 دوال كثيرة الحدود ( الدالة 
الخطية - الدالة التربيعية - 
الدالة التكعيبية ) 

4 دالة المقياس (القيمة المطلقة ) 

4 الدالة الكسرية 

4 استخدام التحویلات الهندسية 
للدالة د فى رسم المنحنيات 


ص -«(س) +[ 
صن د(من + ) 


ص = داس + ) + ب 


ص كب دس 
00۳ 


سرد ارس تست 


4 التحویلات اهندسية لبعض 
الدوال المثاثية. 
ام المصطلحات الاساسية 
4 تو یل. Transformation‏ 
۹ انتقال. Translation‏ 
4 اتعکاس. Reflection‏ 
#رآفتی Vertical‏ 
۹ آفقی Horizontal‏ 
4 خط تقارب Asymptutes‏ 


LE‏ الأدوات المستخدمة 


4 ال حاسبة علمیة. 


4 برامج رسومية للجاسوب. 


۳٢۰ 


الدالة كثيرة الحدود 
سبق أن درست الدالة كثيرة الحدود التى قاعدتها على الصورة: 
د(س) = ا + ارس + أبس" + ہس "+ و أي س 4 


Polynomial Functions 


حيث: أ أن أن اہ أن داع أن اع نه 3 ط 

وعلمت أن المجال والمجال المقابل هو مجموعة الأعداد الحقيقية ع (أو مجموعة 

جزئية مٹھا)ء وتسمى هذه الدوال بدوال كثيرة الحدود من الدرجة نء ودرجة كثيرة 

الحدود هى أعلى قوة يأخذها المتغير المستقل س. 

للحظ 

١‏ إذا کان د(س) -ا. ءأ. وہ فإن د تسمى كثيرة الحدود الثابتة. 

۲- دوال كثيرة الحدود من الدرجة الأولى تسمی دوالا خطية » ومن الدرجة الثائیة 
اس دو ریسا + نین فرط الا فيس وو تشگ 

۳- عند جمع أو طرح دوال قوى مختلفة وثوابت ء نحصل على دالة كثيرة الحدود. 

>٤‏ أصفار الدالة كثيرة الحدود هى الإحداثيات السينية لنقط تقاطع منحنيها مع 
محور السینات. 

٥‏ تتساوى دالتا كثيرتا الحدود دہ ر إذا كان لهما الدرجة نفسها وكانت معاملات 
قوى س المتناظرة فيهما متساوية. 


في مل 
© إذا كان دء ر کثیرتا حدود حيث د(س) >(اس )٥+‏ ۰ 
ر(س) = ٩س‏ ۲+ ۲۰ س + ج - ؛ ء وكان د(س) = ر(س) أوجد قیمتی أ» ج 
@ الحل. 
د(س)ء(اس + )"= "س" + ۱۰اس +۲۵ 
". د(س) = ر(س) .. معاملات قوى س المتناظرة متساوية 
بمقارنة معامل س ۰٠٠ء٣۳‏ 4 ۳ 
بمقارنة الحد المطلق: ج ٤-‏ - ۲۵ 


نے ےہ ۲۹ 


ِا حاول أن تحل 
7 إذا کان د(س) = (1+ 7 ب) س"- جس +۶ ء ر(س) -لاس”+ دس +(1-ب) 
أوجد قیم اء ب » ج التی تجعل د(س) = ر(س) 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


رسم متحنیات الدوال Graphs of Functions‏ 
أو ل دوال كثيرة الحدود Polynomial Functions‏ 
ص 

9ا عم 1 

فیما يلى التمثيل البيانى لبعض دوال کثیرات الحدود: 77 . سے 

82 N لا‎ 

۱ ( د(س) دس ۳ 

الدالة د تربط العدد بنفسه ويمثلها خط مستقيم يمر بالنقطة (٠٠)ء‏ حر 

١ - وميله‎ 


(تحقق من: مدى دہ ع ءد فردیةء د تزايدية فى ع) 


؟) د(س)-س" 
الدالة د تربط العدد بمربعه» ويمثلها منحنی مفتوح لأعلى ومتمائل 
حول محور الصادات » ونقطة رأس المنحنی هی (۰۰۰) 
زستیس: سید د ع رووا د السا ف ات٠[‏ 
تزايدية فى ]۰ [) 


۳ د(س) دس" 
الدالة د تربط العدد بمكعبه» ويمثلها منحنى نقطة تماثله هى (۰۰۰) 
(تحقق من: مدى دہ رع » د فردية » د تزايدية فى ع) 


فی مار 
© ارسم الشكل البيانى للدالة د حيث: 


د(س) - ۱ 


س۲ عندما س < ۲ 
4 عندما س > ۲ 
©> الحل 

۱( عندماس < ۲ء د(س) = س" 


نرسم د(س) = س لكل س]-٭ء ۲[ 
مع وضع دائرة مفرغة عند النقطة (۰۳ 4) كما فى شکل (۱) 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۴۳ 


الوحدة الأولى: اندوان الحقيقية ورسم المنحنيات 


؟) عندماس > ۲؛ د(س) د٤‏ ف 
ترسم الدالة الثابتة د(س) ٤=‏ لكل س ]۰۰۲ [ 
على نفس الشكل البيانى كما فى شكل (۲) 
لاحظ أن مجال الدالة د = ع ۔(۲)ء ومدى د - [0. ©[ 


الا حاول أن تحل ۲ TTT‏ 
© ارسم الشکل البياني للدالة د حیث: شکل (۲) 
س غلدما بمج" 
دس | 


ثم استنتج مدی الدالة وابحث اطرادها: 
س عندما س > ۰ 


, 
8 تعنم ) دالة المقياس (دالة القيمة المطلقة The Absolute Value Function  :)‏ 


أبسط صورة لدالة المقياس هی د(س) = اس |ءس 3 ع 

وتعرف كما يلى: 
س عندما س > ٠‏ 
د(س) = 


۔س عندما س < ۰ 


لاحظ آن: | -۱۳- عدم ١|‏ |=“ ۷-۲6۲۷ ۲۲ دم 
أى أن: |س|>.. اس |>۔|ساء ۲ س" -إس| 

الدالة د يمثلها شعاعان يبدأن من النقطة ( ۰) ميل أحدهما ١ء‏ ومیل الآخر = ١-‏ 
(تحقق من: مدى د -[۰۰ ©*[» د زوجية » د تناقصية فى ]-٭ء ۰[ وتزايدية فى ]6.0 [ ) 


5. 
9 اتعلدمه_ ) الدالة الكسرية Rational Function‏ 


أبسط صورة للدالة الكسرية هى: 
د(س) عل »س 3 ع۔() 
الدالة د تر بط العدد بمعكوسه الضرہی ء ويمثلها منحنی نقطة تماثله 
)٠0(‏ ويتكون من جزأين أحدهما بقع فى الربع الأول والآخر 
يقع فی الربع الثالث وكل جزء يقترب من المحورين ولايقطعهما 
(س = ٠‏ ص = ٠‏ خطا تقارب للمنحنی) 

(تحقق من: مدى د = ع - [10» د فردية» د تناقصية فى ]- [١‏ » 
وتناقصية بسا فى ]٠٭٭‏ [) 

[] حاول أن تحل 

(۳) ارسم الشكل البيانى للدالة د حيث د(س) = ۱ 


ومن الرسم حدد مدی الدالة وابحث اطرادها. 


۳۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


التحویلات الهندسية لمنحنیات الدوال Transformations of Graphs‏ 

أو ل الإزاحة الرأسية لمنحنى الدالة Vertical Translation‏ 

ٹیا عمل تعاونمه | ہہ سح 
اعمل مع زمیل سب اک ہک٢‏ 


(١‏ ارسم منحنى الدالة د: د(س) = س" 
باستخدام برنامج Geogebra‏ ۱ 

۲) ضع المؤشر على رأس منحنی الدالة واسحبه رأسيًا لأعلى 
وحدة واحدة ولاحظ تغير قاعدة الدالة لتعبر عن دالة 
جديدة قاعدتھا د(س) = س" +۱ كما فی شکل .)١(‏ 


۳ اسحب رأس منحنی الدالة إلى النقط (۰ ۲)ء (۰۰ ۲) 
وسجل ملإحظاتك فى كل مرة. 

)٤‏ اسحب منحنى د(س) = س" وحدتین رأسيًا إلى أسفل 
ولاحظ تغير قاعدة الدالة لتعبر عن دالة جديدة قاعدتها 
د(س) -س” -؟ کمافی شکل (۲) 

فصن ہین كيف يمكن رسم د(س) س" - 0 باستخدام منحنى 


د(س) =س "؟ 
مما سبق نلاحظ آن: |ذا کان: 


د(س) = سء ر(س)>س' ۱۶ء ق (س) = س - ؟ فان: چو 
)١‏ منحنى ر(س) هو نفس منحنى د(س) بإزاحة قدرها ° یں 
وحدة واحدة فى الاتجاه الموجب لمحور الصادات. 
)٢‏ منحنی ق(س) هو نفس منحنی د(س) بإزاحة قدرها 
٢‏ وحدة فى الاتجاہ السالب لمحور الصادات. شكل (۳) 


تفكيرناقد: باستخدام منحنى د(س) س" بين كيف يمكن 
رسم منحنیات كل من: 
1 وان )دس "4ع ب ق(س) -س” - ه 


9 تفلم ریسم اللنمنى ص - د(س) +۱ 


لأى دالة د ؛ يكون المنحنی ص = د(س) + | هو نفس منحلی ص = د(س) بإزاحة قدرها أ من الوحدات فى اتجاه 
وص ء عندما! > ٠‏ ء وفی اتجاه وص عندما! < . 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی لول 


۳۳ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


ره مثال ی 


© يبين الشکل المقابل منحنیات الدوال دہ ر »ق حيث کل من رء ق 
صورة للدالة د بازاحة رأسية 
اكتب قاعدة کل من ر ء ق حيث د(س) = اس | 

@ الحل 
٠‏ منحنى الدالة ر هو نفس منحنی الدالة د بإزاحة قدرها ٣‏ وحدات 
فى اتجاه و ص 
ر(س) = د(س) ٣-‏ 
٠.‏ د(س) = اس | ۰ ر(س) = |س | ٣-‏ 


۰ منحنى الدالة ق هو نفس منحنى الدالة د بإزاحة قدرها ۲ وحدة فى اتجاه وص 
۰ ق(س) = د(س) ۲۰ 


".۰ د(س) = اس | .ق (س) = اس | +۲ 
4 حاول أن تحل 
© تبین الأشكال التالية منحنیات الدوال دء رق حيث کل من رق صورة للدالة د بازاحة رأمية» 
1 بب 
ص 
سک ۳ 
ENES‏ 
ص من“ 
۲ ى٣‏ سے 
جا 
سب 
ثانيًا: الإن احة الأفقية لمنحنى الدالة Horizontal Translation‏ 


لگا عمل تعاونك | اعمل مع زمير: 
۱( ارسم منحنى الدالة د: د(س) = اس | مستخدمًا 
برنامج 0 بكتابة قاعدة الدالة فى مربع 
الادخال على النحو التالى: ()دطدثم اضغط ادخال 
فيظهر منحنى الدالة فى النافذة البيانية وقاعدتها 
|«|-(1 فی النافذة الجبرية كما فى شکل (۱) 


۳ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


شکل (۱) 


؟) اسحب منحنى الدالة أفقيًا فى الاتجاہ الموجب 4 1004( تا 
لمحور السيئات بعدد من الوحدات ولاحظ . 
تغير قاعدة الدالة فى النافذة الجبرية 
کما فی شكل (۲) 


۳) اسحب منحنی الدالة أيضًا فى الاتجاه السالب 
لمحور السینات بعدد من الوحدات كما فى 
شکل (۳)ء ماذا تلاحظ؟ 

فكن بين كيف ترسم منحنیا الدالتین رء ق 
باستخدام منحنی الدالة د حیث: د(س) = اس |ء 


ر(س) = |س - ۰۵ ق(س) = اس +۶ |. 


وا تعلم 
رسم المنحنی ص - د (س +۱) 
لأى دالة د ؛ یکون المنحنىء ص = د(س + ) هو نفس منحنی ص = د(س) بإزاحة قدرها أ من الوحدات فى اتجاه 
وس عندما یکون | < ٠‏ وفی اتجاه و مرب عندما يكون | > ٠‏ 
للحظ: فی الشکل المقابل: د(س) =إس|: 
)١‏ منحنى الدالة ر هو نفس منحنی الدالة د بازاحة 
قدرها ٣‏ وحدات فى اتجاه وس 
.". ر(س) = اس - ۳| ونقطة بدء الشعاعین (۰۳ ۰) 
۲) منحنی الدالة ق هو نفس منحنی 
الدالة د بإزاحة قدرها ۲ وحدة فى اتجاه و مر 
۰ ق(س) = اس + ۲ نقطة بدء الشعاعين (-۰۰۲) 


فی ملل 
(4) استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = س" لتمثيل كل من الدالتین رء ع حيث: 


أ. ر(س)-(س - ۲" با ع (س) = (س +۳ 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۳۵ 


الوحدة الأولى: اندوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


©> دس 
1 ب س 
/ ۱ 
رل 
۱ سا بأل سام سد ياف الا 
> منحنی ر (س) = (س - ۲)" هو منحنی > منحنی ع (س) = (س +۳)" هو منحنی 
د(س) = س" بإزاحة وحدتین في الاتجاه د(س) = س' بازاحة ۳ وحدات فى الاتجاه 
الموجب لمحور السینات وتکون نقطة تسالپ سور لت ھت 
راس المنحنی هی (۰0۲). المنحنى هی (-۰۲ ۰). 
[ حاول أن تحل 
6 استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = س" لتمثیل کل من الدالتین رء ع حیث: 
أ ر(س) -(س +ع)" + ع (س) -(س - 6۳" 


© اکتب قاعدة الدالة د الممثلة بيانيًا بالأشكال التالية: 


بپ 5 


تفکیرناقد: إذا کان د(س) = س" بين كيف يمكن رسم منحنى الدالة ر حیث ر(س) = (س - ۲۷۳0۳ 
رسم المنحنی ص = د(س +1) + ب 


مما سبق نستنتج أن: المتحنی ص = د(س + |) + ب هو نفس منحلی ص = د(س) بإزاحة أفقية قدرها | من الوحدات 
( فى اتجاه و س عندما |< ٠١٠‏ وفى اتجاه و س عندما اک ٠)ء‏ ثم إزاحة رأسية قدرها ب من الوحدات 


( في اتجاه وص عندماب > ۰ء وفي اتجاه وص عندماب < )٠‏ 


۳٦‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


1 حاول أن تحل 
(۷) استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) = س" لتمثیل كل من الدالتین رء ع حيث: 
أ ر(س) = (س ٤-')۲+‏ ب ع (س)<(۲-س)۱-۲ 


فی مار 
(0) ارسم منحنی الدالة ر حیث ر(س) = 
© الحل 
منحنى الدالة ر هو نفس منحنی الدالة د حيث د(س) - کرت 
س 


١ 
٠۔س‎ 


+۲ ومن الرسم حدد مدى الدالة وابحث اطرادها: 


بإزاحة قدرها وحدة واحدة فى اتجاه وس ١--1(‏ < ثم 
إزاحة قدرها ۲ وحدات في اجك و ض وتكون لفط تمائل 
منحنی الدالة ر هی النقطة (۰۱ ۰6۳ مدی ر = ع -[۲) 

اطراد الدالة ر: 

ر تناقصية فى ] - ۰0 ۱[ وتناقصیه أيضًا فى ] 90۰۱[ 


تفکیر ناقد: هل يمكن القول بأن د(س) - + + ۳ تناقصية على مجالها؟ فسر (جابتك. 


1 
۱ 
1 
۱ 
1 
۱ 
1 
۱ 
1 
ا 
0 
/ 
1 
| 
۱ 
1 
۱ 
1 
1 


ege 
ألا حاول أن تحل‎ 
4 ١ ۲ 8 5 
استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = » لتمثیل کل من:‎ )۸( 
ہے 5 | تاس‎ 1 
۲ ر(س) = سو ہے ق (س) = نن-‎ 1 


(9) اكتب قاعدة الدالة الممثلة بیان بالأشكال التالية : 


دار التصر للطباعة (هدلاين) کتاب الطالب - الفضل الدراسی الأول ۲۷ 


الوحدة الأولى: اندوان الحقيقية ورسم المنحنيات 


E‏ سم دنسي ایا فى رسو ران 


لاستخدام الحاسبة البيانية فی رسم منحنی الدالة دحيث د(س) =س' + ۶س + ۱ 
اتبع الخطوات التالية: 


۱( افتح الحاسبة واضغط | ۸/۸۸۷0 ثم تحرك بالأسهم على الشاشة و إختر 68۸۶ء 
اضخط ‏ عرع والذی يعد مفتاح الادخال لنظهر لك نافذة الکتابة. 


٢‏ اکتب عند ۷١‏ فى نافذة الکتابة الدالة المراد رسمها حيث 
المفاتیح التالية: 
OO FOX‏ 6 حابدأ 


۳ لرسم الدالة اضغط 7868 © 78187 بدا 
فتظهر النافذة الرسومية كما فى الشكل المقابل. 


)٤‏ استخدم مفتاح 29> في النافذة الرسومية لدراسة الدالة. 


د(س) = س" + ۶س + ١‏ با كمال المربع 

= (س۲+ ٤س‏ +)-۳ 

= (س + ۳-۲6۲ 
أى أن منحنی الدالة د (المعطاه) هو نفس منحنی الدالة ر حيث 
حيث ر(س) = س" بإزاحة قدرها ۲ وحدة فى اتجاه وس »ثم 
۳ وحدات فى اتجاه وض ويمثله الرسم المقابل. 


۳۸ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


تطبیق باستخ ام الحاسبة الرسومية ارسم منحنى الدالة د 


۱ ۲ : 
ہے ون الرسم حدد مدى الدالة وابحث اطرادها. 


حيث د(س) = 


ثالنًا: انعكاس منحنى الدالة فى محور السینات 


تبين الأشكال التالية إنعكاس منحنيات بعض الدوال الأساسية فى محور السينات. 
1- ۱ اا ص 
ص <س۲ | ص -اس| 
ص س“ س اس“ 
ص ص 


ماذا تلاحظ ؟ وماذا تستنتج؟ 


© تعلم | 
رسم المنحنى ص = - د(س) 
لأى دالة دء يكون المنحلی ص - - د(س) هو نفس منحنى ص = د(س) بانعكاس فى محور السینات 
9 مثال استخدام التحويلات الهندسية فى رسم منحنيات الدوال 
60 باستخدام منحنیات الدوال الاساسية ارسم منحنیات الدوال رء قء ع حیث: 
[ ر(س)- -(س -")” + ق (س) ٢٤٤‏ - اس:۲ 
١ 2‏ 
قاع (س)-7- ہیں۴ 
©> الحل 
أ. منحنى ر(س) هو إنعكاس لمنحنى د(س) س" فى محور السيئات » 
ثم إزاحة أفقية قدرها ٣‏ وحدات فى اتجاه و س وتکون نقطة رأس 


المنحنی هی (۰۳ ۰) والمنحنی مفتوح إلى أسفل. 


۳ منحنی ق(س) هو إنعكاس لمنحنی د(س) = اس | فى محور السینات» 


ثم إزاحة أفقية قدرها ؟ وحدات فى اتجاه و مو إزاحةاراسة 


قدرها ٤‏ وحدات فى اذا وض » وتكون نقطة بدء الشعاعين 
هی النقطة (-۲» ۶) والمنحنى مفتوح لأسفل. 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۳۹ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
> منحنی ع(س) هو إنعكاس لمنحنى د(س) = 


فى محور السینات. ثم إزاحة أفقية قدرها ۲ وحدات 


۱ 
س 


5 


تی اقا وس :انح رہل قدرها ۲ وعدة اد یو EE‏ رس ام م3 
فى اتجاه و صء وتكون نقطة تمائل المنحنی ھی (۳» ۲) ٣‏ 
3 حاول أن تحل 6 
02 في كل ممايأتى ارسم منحنى الدالة رحيث: 
[ ر(س)-۲-(س )۲ ۳ ر(س) - - (س -م)” 


گا ر(س) = ۲ سو | 
ثم تحقق من صحة الرسم باستخدام آحدالبرامج الرسومية أو الحاسبة البيانية. 
9 سك استخدام التحویلات الهندسية فى رسم منحنیات الدوال 
(۷) مستخدمًا التحويل المناسب » ارسم منحنيى الدالتین ر » ق حیث ر(س) -؛ - س" ق(س) - ٤|‏ - س" 


© الحل حي | | | 
سپ ا زس )قش 
أولا: رسم منحنی الدالة ر 
منحنی الدالة ر هو نفس منحنی الدالة د: د(س) = س" بانعکاس 
في محور السینات. ثم إزاحة رأسية مقدارها ٤‏ وحدات في ۴ ۱ 
اتجاه وص ويوضحه شكل SSN )١(‏ 


ثانيًا: رسم منحنی الدالة ق 


.ق (س) ٤|‏ -س | <.ق (س) - |ر(س)| 
فيكون الإحداثى الصادى لجميع نقط منحنی الدالة ق موجبًا حیث: 
ص = |ر(س)| 


١‏ سا یسا وس 

اس عندما ر(س) ٠<‏ 
أى أن منحنى الدالة ق یقع فى الربعين الأول والثانی فقط وهذا یعنی 
إنعكاسًا لمنحنی الدالة ر لكل ر(س) ٠<‏ فى محور السینات 
کمافی شكل (۲). 
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€ - | 


3 حاول أن تحل 
9 تبين الأشكال التالية منحنیات الدوال دہ قء ر اکتب قاعدة الدالة في كل شکل: 


رابعا: تمدد متحتى الدالة: Expanding of graphs‏ 


رسم منحنى ر(س) = اد (س) 

اعمل مع زميل. 

Geogebra ارسم منحنى الدالة د:د(س) <س۲ باستخدام برنامج‎ (١ 
وفى مربع الإدخال اكتب قاعدة الدالة ر على النحو التالى:‎ 
بدا‎ - € 878 ۲0 @ 8 
)١ لتظهر لك نافذة جديدة (شكل‎ 


Create sliders  اهنم إختر‎ 


۳) استخدم مؤشر قیم ۾ لاختیار قيم أخرى لها حيث ۸<۱ 
ولاحظ حركة منحنى الدالة ر بالنسبة لمنحنى الدالة د 
لكل س د ع كمافى شكل (۲) وعندما ١‏ >2 
كما في شكل (۳) ماذا تلاحظ ؟ وماذا تستنتج؟ 


و :| 
رسم المنحنی ص = اد (س) / ۱ ۱ 
لأى دالة د ؛ یکون المنحنی ص = | د(س) هو تمدد رأسی ۰ ۷۷ 
لمنحنى ص = د(س) إذا کان > ۰۱ / شکل (۳) 
وإنکماش رأسى لمنحنى ص = د(س) إذا كان . < ١<1‏ زا اج و 

دار التصر للطباعة (هدلاين) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۰۱ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


رسم منحنی الدالةر: ر(س) -أد (س +ب) + ج 


تت مثال استخدام التحویلات الهندسية فى رسم منحنیات الدوال 
(۸) استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = اس | لتمثيل كل من الدالتین ر » ع: 


أ ر(س)- ؟|س| ۳ ع(س) -۲|س -٠|+؟‏ 
اس 
1 منحنى ر(س) هو تمدد رأسى لمنحنی الدالة د لك 
معاملةا - 1 ۰ وعلی ذلك فان: 2 
1 
لكل (س » ص) 3 بیان د کر ۲ ٢‏ 
يكون (سء ؟ ص) 3 بیان ر کے کے تہ کہ ہے ہا رم ہے 
کا متحنى ع(س) هو نفس منحتى ر(س) بإزاحة جه د" E‏ 
أفقية قدرها ۷ وحدات فى اتجاه وس › | 
و ازاحة رأسية قدرها ۲ وحدة في اتجاه و ص 2 
8 حاول أن تحل 
(9 استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = س" لتمثیل الدالتین رء ع : 
ا ر(س)--+س" 4 ع(س) -۲- 7(س -۲)۵ 


تحقق من صحة الرسم باستخدام أحد البرامج الرسومية أو الحاسبة البيانيةثم حدد مدى الدالة ع وابحث اطرادها. 
© شاه 


تطبيق التحويلات الهندسية التی درستها فى الدوال الجبرية السابقة على دوال الجیب وجيب التمام؛ 


الدوال المثلثية (متحتى دالة الجيب) Trigonometric functions‏ 
أولا: الإزاحة في اتجاه محور السینات First: Translation ١0× - axis‏ 


۱( استخدم برنامج جيوجبرا (GeoGebra)‏ وأعد البرنامج بحيث يكون التدريج على محور السينات بالراديان» 
وذلك بأن تضغط بالفأرة (كليك یمین)ء وتختار منها فی آخر سطر محور الفاصلات (السینات) » ثم تختار 
منه نظام التدر یج (77). 

۲ فی أسفل البرنامج ( کتابة الأوامر) | کتب الأمر: () 5113 ثم اضغط (611]61) فتعطی لك شکل المنحنی الأأحمرء 
تستطيع التحکم فى اللون وسمك المنحنی» وذلك بالضغط على المنحنی بالفأرة (كليك شمال)» فيظهر فی آعلی 
النافذة اللون وسمك الخط وشکل الخط ۰ منقط شرطی» متصل ...). 

۳ بنفس الطريقة السابقة اكتب الأمر: ((7/3) + ×) 5112 أى: ص = جا (س + ) ثم اضغط (60161) ولون 
هذا المنحنی بلون آخر. 
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1 ازو المتختیین, اا 0 للك ارما یر 
من الرسم نستنتح آن: 5 1 9 :یں 


تم إزاحة منحنى دالة الجيب أفقيًا جهة الیسار على محور ہے ہیا : 
السينات بمقدار يساوى £ (كما في الدوال الحقيقية)» 7 1 سا 
ونلإحظ أن مدى الدالة الثانية هو [ - ]١ » ١‏ وهو نفس 5 
مدى الدالة جا س ء كما نلاحظ أن الدالة جا (س + 7) ليست زوجية وليست فردية؛ لأنه لايوجد تمائل 
لمنحناها حول محور الصادات أو نقطة الأصل. 
فكل 
> ماذا تتوقع أن یکون اتجاه الإزاحة السيئية إذا كانت قاعدة الدالة هى: جا (س - 22). 


ثانيا: الإزاحة في اتحاه محور الصادات Second: Translation on ۷ —axis‏ 
۱( ارسم منحنى الدالة د حيث د(س) = جا س كما سبق. 
۲( ارسم منحنی الدالة ر حیث ر(س) = جاس +۲ چ رب عع که ا دس “لت 


ن آخر وقارن بين شکل المنحنیین. ماذا تلاحظ؟ تن ۰ ےی 
بلون آخر وقارن بين لمنحنيين. ماذ ١‏ ۱ دوخ 
ٹا 
منحنی الدالة الثانية هو نفسه منحنی الدالة جا س ؛ سم 
بعد إزاحته بمقدار وحدتین لأعلى سن ےج 
بعد إزاحته بمقدار وحدتین و ا 
ونلاحظ أن مدی الدالة الثانية هو ١[‏ ۰ ] ؛ لانه تم 
|زاحته بمقدار وحدتین فی الاتجاه الموجب لمحور 
الصادات عن الدالة الأولى» وأن الدالة جاس + ۲ 
ليست زوجية ولیست فردیة. 


| --- 


في کل من الأشكال الاتية: 
صف التحو يلات الهندسية لمنحنی الدالة د والتى ترسم منحنی الدالة رء ثم اكتب قاعدة الدالة ر بدلالة د وحدد 
مداها وابحث اطرادها. 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی لول ۰٣‏ 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
® صحو 
0 حدد قيم أ»ب» ج التى تجعل د(س) = ر(س) حيث 


د(س) =( +ب) س + ۳س۲ »۰ ر(س)= ٥س‏ +( + ج) س ١ب‏ 


0 ارسم منحنى الدالة د » ومن الرسم حدد مداها وابحث اطرادها 
اس سنا مس طز: ٤‏ دبا س م 
[ د(س) = ۱ 5 00 ٦‏ د(س) = ۱ ۲ 
س" عندما س ٠>‏ س عندما س > -۲ 


سس عندما س > ح2 
گا د(س)۔ 


1 
١‏ عندما س © 


س 
اس | عندما سک 
اختر الاحابة الصحيحة من بین الاجابات المعطاة: 


(۴) منحنی و(س) -س۶+۲ هو نفس منحنی د(س) = س" بإزاحة مقدارها ء وحدات في اتجاه: 


سم ہس سے 
٥۵ >‏ 


أ وس با وس 5 وص وص 
رع مفحنی ر(من) - اس + ۱۳ هو نفس منحنی د(س) = |س| بإزاحة مقدارها ٣‏ وحدات في اتجاه: 

[) وس با وس 7 وص دا وص 
(0) نقطة رأس منحنی الدالة د(س) = (۲-س)۲ + ۲ هي: 

Û‏ مم ب (ے) + ىم ۵) دهم 

5 5 ۱ 
0 نقطة تمائل منحنى الدالة د حيث د(س) = س + ھی 

)۳( با دف -) 5 (٤۷ع) د‎ (4-۳) Î 


29 رسم منحنى الدالة د حيث د(س) = س" ثم أزيح فى 
انجاه محوری الإحداثيات 


كما فى الشکل المقابل. 
اکتب قاعدة کل من الدوال الآتية: 
کر فء ع 
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(4) فى الشکل المقابل: رسم منحنی الدالة ده حيث ۱ EN‏ 


د(س) دس” م آزیح في اتجاه محوری الإحداثيات 


اكتب قاعدة كل من الدوال الآتية: 1 7 ہا 

کر ق ع 

۳ 
و د 
2 رسم منحنی الدالة د حيث د(س) = اس | 
ثم أزيح فى اتجاه محورى الإحداثيات ۱ 
كما فى الشكل المقابل. 
33 

اكتب قاعدة کل من الدوال الآتية: 

> رے ق ع ٥‏ + ہم 1 


(0 سم منحنی الدال د حيث د(س) - ل ثم أزيح فى اتجاه محوری الإحداثيات . اکتب قاعدة کل دالة التي 
تمثلها المنحنیات الاتية: 


1 3 ج 


دار التصر للطباعة (هدلاين) كتاب الطالب -. الفضل الدراسى الأول ٤۵‏ 


الوحدة الأولى: اندوان الحقيقية ورسم المنحنيات 


60 استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = س" لتمثیل ما يأتي بیان 


[ د,(س) = س٤‏ ۳ د (س) امن" ١1‏ > د,(س) = (س ")١+‏ 

د د,(س)- (س -۲) شا د,(س) = (س ۲-۲6۱ 9 د (س) -(س + )- ۽ 
9 استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = اس | لتمثیل ما يأتى بيانيًا: 

أ. د (س) = اس | +۱ ۳ د,(س) = |س|-۲ > د,(س) = اس + ۱۲ 

د د,(س)-(ه-س| ۵ دم (س) = اس +۱۱۲ 3 در(س) = اس - ۲-۱۳ 


> ثم آوجد إحداثیات نقط تقاطع المنحنیات مع المحورین. 
09 استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) س" لتمثيل ما يأتي بیانیا: 
أ د (س) = د(س)-؟ ب د,(س) = د(س) ۱۶ > دہ(س) = د (س - ۲) 
ذا دي (س) = د(س + ۲) ف د,(س) = د(س - ١-05‏ و) د,(س) = د(س + ۲۰۳ 
> ثم حدد نقطة التمائل لمنحنى كل دالة. 


09 إذا كانت الدالة د حيث د(س)۔ +_ فارسم الشكل البيانى للدالة ق وحدد نقطة التماثل لمنحنى الدالة: 
ا 


أ. ق(س) = د(س +۱) + ق(س) = د(س -۲) 7 ق(س) = د(س) +۲ 

د ق(س) = د(س) -۶ ۵ ق(س) = د(س + ۲)-ه ۶ ق(س) = د(س ۲+۲ 
9© استخدم منحنی الدالة د حيث د حيث د (س) = س" لتمثيل ما يأتي بيانيًا: 

أ. د,(س) <۶-س" ۳ د,(س) = -(س - 6۳" > د,(س) = ؟- (س +6۳" 


(17) استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = اس | لتمثیل ما يأتى بیائیًا۔ 


[ د,(س) -۲- اس| ۳ د,(س) -- اس +| > دم(س) ٤=‏ - اس -۲] 
د د,(س) = ۲|س| هھ د,(س)--۲ اس |١٠١١‏ و دب(س) <۵- ۲ اس +۲| 
8 ارسم منحنی الدالة د في کل مما يأتى باستخدام التحو يلات المناسبة ثم ابحث اطرادها 
س٢۲‏ عندما س کے ب 5 س۱+۲ عندما وج رڈ 
اا : اسن د,(س) ١ ١‏ س 
۱ اس" عندما س < ۰ -۔س'۔! عندما 2۰ س2٤‏ 
۲ 
۴ د(س)«س اس |- ١‏ ور جن 
ذا كانت الدالة د حيث د(س) = ل فارسم الشكل البيانى للدالة ل فى الحالات الآتية: 
س 
أ. ل(س) = |د(س)| ٢‏ ل(س) - ۲ + |د(س)] > ل(س) = |د(س - )| 
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(9 ارسم منحنى الدالة دء وحدد مداها إذا كان: 
۱ د(س) = 9 س۸-۲س +۱3 د(س) اس ۲ -۲س ۳|ء س 3[-۱ء٤]‏ 


2 الربطمع.التجارة: يدفع تاجر غلال ۰۰ جنيهًا عن كل طن يدخل أو يخرج من مستودعه كأجر تحمیل أو 
تنزيلء اكتب الدالة التى تمثل تكاليف التحميل أو التنزيل ومثلها بیان 
9 الربطمع_الميكانيكل يقطع جسم مسافة ف مترًا في ۳ دقائق إذا تحرك الجسم بسرعة ثابتة مقدارها 
٠"مترًا/‏ دقيقة» بين أن سرعة الجسم ع تتغير عكسيًا بتغير الزمن (ن) لقطع هذه المسافة ء وا کتب الدالة التى 
تمثل السرعة والزمن ومثلها بيانيًا ثم أوجد زمن قطع هذه المسافة اذا تحرك الجسم بسرعة ٥٤‏ مترًا / دقيقة. 
9 المجتمعات_ العمرانية: خصصت قطع أراضي مستطيلة الشکل لإسكان الشباب بإحدى المجتمعات العمرانیة 
الجديدة ء فإذا كان طول كل منها س مترا ومساحتها ٥٠٤‏ مترًا مربعًا. 
أ بين أن طول قطعة الأرض يتناسب عكسياً مع عرضها. 
۳ اكتب قاعدة الدالة د التى تبين عرض قطعة الأرض بدلالة طولها ومثلها بیان 
> أوجد من الرسم عرض قطعة الأرض التى طولها ۲۵ متراً وتحقق من ذلك جبر ی 
69 إذا كان س, 3 س, أصفارًا للدالة د: د(س) = (س -|)-۸ حيث س, < س, وکان سب » س 
أصفارًا للدالة ر: ر(س) ه -(س -ا)" حيث س < س, ۰ | د ع فأی العبارات التالية صحيحة: 
لااس, س١ص‏ سوب سء كا اس 7س2 سني 7س 
2 س 2 س 2 س < سء 5 س 2 س < سء < س 
69 الربط مع الصناعقل صممت بوابة حديدية ارتفاع جانبيها ۳ أمتار وقوسها 
على شكل جزء من منحنی الدالة د: د(س) = (س -۲)۲ +۶ كما فى الشكل 


المقابل. أوجد: 
آ قيمة ا پ أقصى ارتفاع للبوابة 


گا عرض البوابة 
© الربطمع. الهندسة: إذا علمت أن مساحة الشكل المحصور بين منحنى الدالة التربيعية 
والقطعة المستقيمة الأفقية المرسومة بين أى نقطتين عليه والموضحة فى الشكل المقابل 
تعطى العلاقة م سح ل 
1 أوجد مساحة الشکل المحصور بين محور السپنات 
وملحلى الدالة د:د(س) = س - اس + ه بالوحدات المربعة 


ای ارسم على نفس الشبكة البيانية منحبى الدالتين د ر حیث ر(س) = اس - "!| -۲ ثم أوجد مساحة الجزء 
المحصور بینهما بالوحدات المربعة. 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۷ 


الوحدة الأولى 


۵ / حل معادلات ومتباينات القيمة المطقة ۱ 


-- 
Solving Absolute Value Equations and Inequalities 


و أولا: حل المعادلات 
4 حل معادلات المقياس بیان فحر,ونافش, 
4 حل معادلات المقياس جریا مثل بيائيًا فى شکل واحد منحنيى الدالتين دہ ر حیث د دالة مقیاس» ر دالة خطية. 
۹ حل متباينات المقياس بيائيًا. ۱ 5- ۱ 
4 نمذجة مشكلات وتطبيقات 1 ما عدد نقط التقاطع المحتمل لمنحنيى الدالتين معًا؟ 
حياتية وحلها باستخدام با إذا وجدت نقط تقا تحني معاء هل تحقق الأزواب المرثبة لها قاعدة 
معادلات ومتباینات القیاس زد وجدت طع للمنحنيين هل تعد لأزواج لمرتبة لها قاعدة 
کل من الدالتین ؟ 
> استخدم الحاسبة البيانية في التحقق من صحة إجابتك. 
1 د 7 ۰۰ 
E‏ سد )١‏ عند نقط التقاطع (إن وجدت) یکون: د(س) = ر(س) ء والعکس صحیح لكل 
4 متباينة. inequality‏ س تنتمى إلى المجال المشترك للدالتين. 
4 حل بیانی.  Graphical Solution‏ ۲( لأى ذالثين ده ار تكون مجموعة حل المعادلة د(س) - ر(س) هى مجموعة 
الإحداثيات السينية لنقط تقاطع منحنيهما كما توضحه الأشكال التالیة: 


لها الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة رسومية 


4 ورق رسم بياني 


4 برامج رسومية للحاسوب. 


مجموعة الحل = [|»ب مجموعة الحل < [ا,ہ[ 
حل المعادلة: | أس -ب| -ج 
فی مار 


(0) حل المعادلة: اس -۳| = ه بان وجبر 


ےج 
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| - 4۵ 
حل معادلات ومتبایتات القيمة الطقة ۱ 


© الحل 
بوضع د(س) - اس - ۱۳ ء ر(س) ده 


)١‏ نرسم منحنى الدالة د:د(س) = اس -۳] بإزاحة منحنى 
د(س)ء اس| ثلاث وحدات في اتجاه وس 

؟) على نفس الشکل نرسم ر(س)- ۵» حيث ر دالة 
ثابتة يمثلها مستقيم يوازى محور السینات ويمر 
بالنقطة (0ه) 
".” المنحئيين يتقاطعان فى النقطتين (-؟ ٥)ء‏ (۸ )٥‏ 
مجدوع صل النعاد لاه بل با 

الحل الجبری: 

من تعريف دالة المقیاس: د(س) = ۱ 


س ۳ عندما س > ۳ 
-س+۲ عندما س٣‏ 
عندما س >۳: س- مده أی آن:. سردم د [۳ مہ[ 
عندماس <۳ : ہس ۳ة ايان س3۲-2 ]سوه ۳[ 
مجموعة حل المعادلة هی: [ - ۰۲ 1۸ وهذا يطابق الحل البياني. 
اثلا حاول أن تحل 


[ |س|--۰ ¥ |س | +۰2۱ گا |س-۷|-ه 


Properties of the Absolute Value يعض خو اص مقداس العدد‎ 


۲-8 

)١‏ | اب |= || × اب| فمثلا: 
۱۳-۷ 1-۱۰ ۰ 1-۲۰۲۱۳۱۱۲ 

۲ !+ب < !| + اب| 
ویحدث التساوی فقط إذا كان العددان | : ب لهما نفس الاشاره فمثلا: 
|ء +ه|  ٩2۵|+|۶|‏ م a=|o-|+|£-|=|o-£-|‏ 


لحظ 
)١‏ إذا کان: اس | 1 فان: س دا أو س - -ا لكل | 3 ع+ 
٢‏ اذا کان: || |= |ب| فان:اعب أو ا -ب لکلا ب دع 


۳ |س | اس" | -س" )٤‏ إذا كان اس | س فان س3 [ ٠ء«‏ [ 
)٥‏ ذا كان ِس|<-س فان س3 [-*۰۰[ 
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الوحدة الأولى: اندوان الحقيقية ورسم المنحنيات 


حل المعادلة |اس +ب| -جس ٤+‏ 
ف مار 
© حل المعادلة: |۲س - ؟| = س +۳ بيائيًا وجبريا. 
@ الحل 

بوضع د(س) = | "اس -"| » ر(س) س +۲ 
الحل البیانی: 

د: د(س) = | اس -۴|> |۲(س - )| 


5 
۰ (س) ۲ اس - | 
منحنى د هو نفس منحنى ۲|س| بإزاحة أفقية 


قدرها 7 وحدة فى اتجاه وس 


ر: ر(س) = س +۳ ويمثلها خط مستقیم ميله = و يمر بالنقطة (۳۰۰) 
0 نقط التقاطع هی (۰۰ ۳( 4( 
.٠‏ مجموعة حل المعادلة هی: [۰۰ 15 


الحل الجبری: ۷س۴ عئلما < 
+ سات 
| اس ۱ ا عیدما ×ظ 
۹ 


7 ۳ 7 ۲ 
اہھتدھا س > ۲ تکون ٢س‏ ۲ <س +۳۲ ومٹھاس 3٦‏ [ج ©[ 


چ ہا | 


4 غندھا س < تكون -٢س‏ + ۳= س ۳+٣‏ ومنهاس - 3۰ ]- 20 [ 


.. مجموعة حل المعادلة هى:[* > 15 


[ حاول أن تحل 
کل بوڈ u‏ گا 5 
)٢(‏ حل كلا من المعادلات الآتية بان وجبری 
أ |۲س +ع|-۱-س ب (۲س +ه| = س٤‏ > اس -۳-۱۳-س 


حل المعادلة: ااس +ب| = اجس +| 


ف مثل 


©) حل المعادلة اس - "1 = ]٢س‏ + |١‏ ببائيًا. 


۵۰ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


حل معادلات ومتباينات القيمة المطلقة ۱ - 60 


اس 
بوضع د(س) = اس -۳|»ر(س) = |۲ س +۱| 
منحنی د: هو نفس منحنی |س | بإزاحة قدرها ۲ وحدات 
في اتجاه وس 


ر:ر(س) -۲ اس + | 

منحنی ر هو نفس منحنی ۲ |س | بإزاحة أفقية قدرها + 
وحدة في اتجاه وس ٠‏ ویکون نقط تقاطع منحنیا 
الدالتین دءر هى: (-٤ء۷)‏ >( »2 ) 

مجموعة حل المعادلة هی 4 »7 ) 


3 حاول أن تحل 
© حل كلا من المعادلات الانیة بیائبًا۔ 
[ اس +8 | - |٢س‏ + "| + |س-۲|+|س -|١-‏ صفر 


فق مار 
©) أوجد جبريًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتیة: 


[ اس +۷|= اس -ه| س + دين 5 -:ه_ ان 


© الحل 
آ٠‏ |س +۷|= |س - | ...س + 2۷ 2 (س - ۵) ۵ - 
س +۷<س ده بن --ه (غیر ممکن). 
ا ای آؤذ ۲س--۷ إذاكان أء ب دع 
E‏ ای أثامجموعة خل امعان نا ۴ 
التحقیق: فان - عدب 
بالتعويض عن س ١--‏ فى طرفی المعادلة نجد أن: 
الطرف الأيمن = الطرف الأبسر =“ أى أن مجموعة الحل هی )١-[‏ 
فكن 


حل المعادلة السابقة بتربیع طرفيهاء ثم تحقق من صحة الحل. 


هی ©2230 
با ..٠‏ ا س - ٦س+۹‏ -94- اس 


اس سس ایآ امن باس لاي عدہ حقيقي أ يكون: 
أولا: عندما س > ؟ فإن: س-٣ء‏ ۹-٢س‏ ۷ 

[ © أى أن: س 36 [۳ء‎ ۱۲ س٣‎ ٠ 

ثانیا: عندماس < ٣‏ فإن: س-۳--۲+۹س 

ہس ٦<‏ أى آن: س 1-2 38 ] -۰0 ۳[ .. مجموعة الحل هی ]٤(‏ 
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الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم النحنیات 


فک 
)١‏ هل يمكنك استخدام طرق جبرية أخرى لإیجاد حل للمعادلة ؛ وضح ذلك. 
للا حاول أن تحل 
(ك) أوجد جبريًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآنية: 
أا |س -۱|-۲|۲-س|=۰ پا ۷ بين" ساس 2 ع سا 


تطبيقات حياتية على حل المعادلات 


تت مثال تخطيط المدن 
د(س) = اس-۳| -۲ ۰ -ص(س)۔٣‏ ء احسب مساحتها بالوحدات المربعة و إذا كان طول الوحدة ۸ أمتار 
إحسب مساحة الأرض بالأمتار المربعة. 

© الحل 
بتمثيل منحبی الدالتين دء س بيانيا نجد انهما يتقاطعان في 
النقط | (-5") ء ب (۳۰۸)ء و تكون قطعة الأرض على شكل 
المثلث أب ج القائم الزاوية ج حيث 


أب -۸-(-۲)-۱۰وحدات 
ج و< ۳-(-۲)-ه وحدات 


.. مساحة ۵ب‌اج-د اب« جی 


٠١“ =‏ <اه - 0 وحدة مربعة 
مساحة قطعة الأرض = ۲۵ (۸×۸) = ٦٦٠١‏ متراً مريعًا. 
1 حاول أن تحل 
(0) أوجد بالوحدات المربعة المساحة المحصورة بين منحنبي الدالتين د » م حيث: 
د(س)= اس-۱-۱۲ ء س(س)-ه-|س-؟| 


9 مثال شبكات الطريق 

(5) طربقان الأول پمثله منسنی الدالة د حيث د(س) = اس-0|» و الثانی پمثله منحنی الدالة سم حيث 
ع (س) = - 1 س » اذا تقاطع الطریقان في نقطتي اب أوجد المسافة بين اب لأقرب كيلو متر 
اذا كانت وحدة الأطوال تمثل مسافة قدرها ه كيلومترات. 

© الحل 
يتقاطع الطريقان عندما د(س)- ص(س)ء ويكون |س۔٥|‏ -ه- يس 


۵۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


سس مس شين شق أ © سس 


(0= .. ١ يس أي س-” » ص-‎ - ٥ =٩ - س‎ .٠. 

أو س - 0 = س - 0 أي اش :6ن 2 د نے ب۔(۷٥)‏ 

VY = ۵۲۷ = رده‎ (o-1) ۷ اب‎ 

٠.٠‏ وحدة الأطوال تمثل ٥‏ کیلومترات .. المسافة بين اء ب ه< ؟ ۱۳۷ = ۱۳۷۱۰ سد ۳۱ کم 


© نشاط _.. ۲ 
اذا سقط شعاع الضوء على سطح عاکس فإن مساره يخضع 
لدالة المقياس فيكون قياس زاوية السقوط مساوياً لقیاس 
زاوية الانعكاس ء كذلك مسار كرة البلياردو قبل و بعد 
تصادمها مع حافة الطاولة فى بعض الحالات. 
۱( يوضح الشكل المقابل: 
تصویب لاعب البلياردو على الكرة السوداء» 
باعتبار وس ء وص محوري الاحدائیات 
المتعامدق وأن مسار الکرة یتبع منحني الدالة 
دحیث: د(س) = اس-۵| 
هل تسقط الكرة السوداء فى الجیب ب؟ فسر 
بجابتك راید 


[ حاول أن تحل 
©) في المثال السابق تحقق من نقط التقاطع بحل المعادلتین بيانيًا. 


Solving the Inequalities ثانیا: حل المتباينات‎ 


سبق أن درست المتباينات» وعلمت أن المتباينة ھی عبارة رياضية تحتوي أحد الرموز: (< ء >ء <ء >) 


والمقصود بحل المتباينة هو إيجاد القيمة أو مجموعة القيم للمتغير التى تجعل المتباينة صحيحة. 
و وس ص 
4 
حل المتباینات بیانیا 
EE‏ ص < ر(س) 
يبين الشکل المقابل منحنی کل من الدالتین د» ر حیث: ا : 
0 ۰ ۳ 5 1 1 
ص = د(س) » ص, = ر(س) وتكون مجموعة حل المعادلة س 1 1 س 
د(س) = ر(س) هی (اءب) اك E‏ 
0 ۳ تس ریا ASE‏ وٹ ررض 
أى آن: ص, = ص, عندما س ءا أو س دب 
دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول 


6۲ 


الوحدة الأولى: اندوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


ويلاحظ: ص, < ص, أى د(س) < ر(س) عندما س3 ] أب[ 
ص, > ص, أى د(س) > ر(س) عندما س3 ] - ۰*0 |[ لا] ب ©[ 


عی:] ۰۶ ۰ هى: [-۱ء ]١‏ 
[ حاول أن تحل 
(۷) آوجد مجموعة حل كل من المتباینات التالية مستعيتًا بالأشكال البيانية في مثال (۷): 
أ اس +١|2؟‏ ب إلاس +| 2ع > اس -؟| > ۳ 
حل المتباينات جبريًا 


۵ تعلم ا 


ارلڈ رڈ کان نس 2< 1 217 + لاد ا ج س ۱ 


ثانيًا:إذا كان اس | > | ء ٠>‏ فإن: س >1 أ 
فق مثل 
(۸) أوجد على صورة فترة مجموعة حل كل من المتباينات الآنية: 


بپ ۷ س - ٢س‏ +۱ 5< 4 


ظط ا 


35 


لا اس -۳| < ۶ 


@ الحل 


لا" اس © 85 آی .٤ت‏ س-٣‏ <2 زواضاقة ٣‏ الی الب 


HE‏ > +۳ <ع دام اق أنه ا ج س ظ۳ 
5 مجموعة الحل -] »١٠-‏ ۷[ 


۵4 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


ENO 


لکل من أب ج 

۹ 8 +7 
ا 

ذاکان: | < ب فان 

+ چ < ب + جر 

چ < ب چ علد چ ٠>‏ 
چ > ب چ عدا چ ٠<‏ 
إذاكان ]۰ ب موجبتان» 


۱ 1 
59 
يا 


۱ 


< ب فان 


سس سیت اين شق أ n‏ 


با (س۔١)؟‏ اس -۱| أى أن: اس-۱ ٤5‏ 


بیغ لے سن کے س4.0 أي س2 


زج 7 ۳ ۹ ۳ ۱ ۳ 
TF‏ ک٢‏ وبأخذ المعکوس الضربی للطرفین س - ۷2۱۳ سپ 
وباضافة ۳ إلى المتباينة +2۲ اس -۳+۲< ۳+۵ 
جس ط وبالقسمااعلی ۷ ۶ 2س < 
۳ ۷ ۳ 
۰ مجموعة حل المتباينة هى [ + Fl,‏ 
[ حاول أن تحل 
(۸) أوجد على صورة فترة مجموعة حل كل من المتباینات الآنية: 
ا اس ۱۷ <۱۱ با |س +۷ ۸2 >) لأس" -٦س+۹‏ ۸‰ "کڈ 


مثا 

ا “ذل (تطبيق حياتى على حل التباینة) 

(8) تسمح إحدى شركات الغاز الطبيعي بتوظيف قارئ العداد اذا كان طوله يتراوح بين ۱۷۸سم » ۱۹۲سم. 
عبر عن الأطوال الممكنة لمن يتقدم لشغل هذه الوظيفة بمتباينة القيمة المطلقة. 

© الحل ٍ 

بفرض أن طول المتقدم لشغل الوظيفة - س سم 

حيث ۱۷۸ < س < ۱۹۲ء بإضافة -۱۸۰ الى 


أطراف المتباينة. 15 ک0 - مير 5 
۸- ۱۸۵ ع س - 186 2 ۱۹۲ - ۱۸۵ 
۷ <س ملا سخ ۷ أي أن اس-۱۸۵| < ۷ 
3 حاول أن تحل 


(8) اکتب متباينة القيمة المطلقه التي تعبر عن: 
أ. درجة طالب في اختبار ما تراوح بين ٠١‏ الي ۱۰۰ درجة. 
٦‏ درجة حرارة مقاسة بالترمومتر الطبي يتراوح بين 6۳۳۰ ۰ 6*۲ 
3 توجد الطحالب الخضراء في المحيطات على عمق يصل إلى ۲۰ مترًا. 
تفکیدناقح اکتب على صورة متباينة القيمة المطلقة كل مما يأتى: 
[۔٤ھ‏ س2٤‏ ا . حرس ج٦‏ 


جا س < -۲ أو س > ۲ د ع-[-1.۲] 
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الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


تمارین | -0 2 
آوجد جبريًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتبة: 


( اس -۲-۱۲ 0 ۲-۳۱ س | -۷ 0 |س +۲<۱۲س -۱۰ 
© اس +۲|+س ۰-۲ (۵) س + |س |۲ © اس -۳<۱۲س -؛ 
0 | س -۱|<س -۲ (۸) |×س -1|- اس -۳| 69 ۷ س'-٦س+۹‏ +۲س ده 
أوجد بيانيًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الاتية: 

9 | س-۷-۱۳ 9 اس +۲ +س -۰-۲ 9 اس -۲-۱۲س ۶ 
9 ٣س‏ -۶ | - اس +۱ 9 | س | +س -. 69 اس ١+‏ |- اس -۳] 
أوجد مجموعة الحل لكل من المتباینات الآتية بيانيًا: 

9 |اس-۲<۱۱ 69 |اس-۱۲< ۲ 68 | ودس | ٣>‏ 

٢س‏ ۲ | >> ۷ 9 | س جم | > (۲۱س -۲>۱۰ 
آوجد مجموعة الحل لكل من المتباینات الآتية جبريًا: 

9 | س-۳| <ه١‏ 69 | ۲ س- ۱۲ < ء 9 ۲۱س- ۱۷ >۲ 

۹< ۹+ س١۲‎ -۔'س٤‎ 9 ٤> ١+ س٢۔'س‎ 9 <ع‎ ٥+ | ۲+ س٣‎ 
E 2 ا جب‎ ۱۲ < ]س٤‎ | + ]٢- لگا اس‎ 

© الیطباهکانط: ۲ 


پتحرك جسم بسرعة منتظمة مقدارها ۸سم/ث من الموضع ا إلى الموضع 
ج مرورًا بالموضع ب دون توقف » وکانت المسافة بين الجسم و الموضع 
ب تحسب بالقاعدة ف (ن) =۸ [ه -ن | حيث ن الزمن بالثواني 
ف المسافة بالسنتیمترات. ۱ 


أ احسب المسافة بين الجسم و الموضع ب بعد ثانيتين و بعد ۸ وان 
ماذا تلإحظ؟ فسر إجابتك 

ب متى یکون الجسم على بعد ۱١‏ سم من الموضع ب. فسر إجابتك. 

7 متى يكون الجسم على بعد يقل عن ۸ سم من الموضع ب. 


لزید من التمارین قم بزيارة موفع وزارة التربية والتعليم. 
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ملخص الوحدة 

١‏ الدالة: ھی علاقة بین مجموعتين غير خاليتين سم ء صہ بحيث يكون لكل عنصر من عناصر سہ عنصرًا 
وحيدًا من عناصر صہ ء وتكتب رمزيًا بالصورة د: س سے صہ وتتحدد الدالة بثلاثة عناصر هى: المجال» 
المجال المقابلء وقاعدة الدالة. 
وتسمى الدالة د دالة حقيقية إذا كان كل من مجالها ومجالها المقابل مجموعة الأعداد الحقيقية أو مجموعة 
جزئية منها. 

۲ اختبار الخط الرأسى: إذا مثلت علافة بمجموعة من النقاط فى مستوى احداثى متعامد وقطع الخط الرأسى عند 
كل عنصر من عناصر المجال تمثيلهما البيانى فی نقطة واحدة فقط فإن هذه العلاقة تمثل دالة. 

۳ دالة متعددة التعریف: هى دالة حقيقية يكون لكل مجموعة جزئیة من مجالها قاعدة تعريف مختلفة. 

٤‏ العملیات على الدوال: إذا كانت د, ء دب دالتین مجالاهما م » م, فإن: 
> (ح ± د,) (س) = د, (س) ± د,(س) : مجال (د, + د,) هو yee‏ 
> (د, دب) (س) -د, (س). د,(س) مجال (د,. د,) هو مم 


> رخ (س) شاش حيث د (س)۰# مجالرش) هو (م,00ع,)-ف (ب) 


حيث ف )(م) مجموعة أصغار 2 


©6 تركيب الدوال: إذا كان مدى الدالة د مجموعة جزئية من مجال الدالة ر فيمكن تركيب الدالة ع من الدالتين » 
د» رحیث ع -ره د وتقرأ ر تركيب د ويكون ع(س) = (ره د) (س) = ر[د(س)] 

٦‏ الدالة الزوجية والدالة الفردية: 
الدالة الزوجية: يقال للدالة هس س ص إنها دالة زوجية إذا كان د(-س) = د(س) لکل سء -س 3 س. 


الدالة الفردية: يقال للدالة د: سہ 


٤‏ ص إنها دالة فرديةإذا كان د(-س) = -د(س) لكل س » س 3 س.. 

۷ الدالة الأحادية: الدالة د: س > ص تسمی دالة أحادية إذا كان: 
لکل اء ب 3 س و د(ا) -د(ب) فان اب أو لکل !۶ب فان د() ۶ د(ب) 

۸ اثتبار الخ طالافقی: تکون د :س س ص دالة أحادية إذا كان الخط الأفقى (الموازی لمحور السينات 
عند كل عنصر من عناصر مدی الدالة يقطع منحنى الدالة في نقطة واحدة. 

٩‏ اطراد الدوال: تكون الدالة د تزايدية فى الفترة ]!» ب[ إذا كان لكل س,» س, د ]أ» ب[» س, > س فان 
د(سب) > درس,): 
بابب ہہ جا أعب [إذا کان لكل س,ء سپ د ]اء ب[ س, > س, فان د(س,) < د(س,) 
وتکون د ثابتة فى الفترة ] اب [ إذا كان لکل س,» ٭س, 3 ]اء ب(ءس, > س فان د(س,) = د(س,) 
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ملخص الوحدة 


)۰ ۰۰( الدالة الخطية: أبسط صورها: د(س) = س ويمثلها خط مستقيم يمر بالنقطة‎ ٠١ 
۰ = الدالة التربيعية: أبسط صورها د(س) س" » نقطة رأس المنحنى هى (٠٠٠)ء معادلة محور التماثل س‎ ١ 
)۰۰۰( الدالة التكعيبية: أبسط صورها د(س) س"» نقطة تماثل منحنيها هی‎ ۲ 
دالة المقياس: (القيمة المطلقة)‎ ۳ 

أبسط صورة لدالة المقياس هى د(س) = |س |ء وتعرف على النحو التالى:د(س) = [ 


ويمثلها شعاعان يبدأن من النقطة (۰۰۰) ميل أحدهما - ١‏ ومیل الآخر - ١-‏ ويكون: 


سن س د 
۔س ء س <۰ 


اس > ٠٠‏ |-س | - |س|ء ٠س"‏ - اس | 
؛ ١‏ ا7 أبسط صورها هی د(س) = ء نقطة تمائل منحنيها هی )٠٠٠(‏ 
6 التحویلات الهندسَية للدالة دہ حيث ص = د(س) ۰| > ٠‏ تحدد بالآتي: 
> إذا كانت ص = د(س) +1 فإنها تمثل بإزاحة منحنی د في الاتجاه الموجب لمحور الصادات بمقدار أ 
> إذا كانت ص = د (س) -1 فإنها تمثل بإزاحة منحنى د في الاتجاه السالب لمحور الصادات بمقدار أ 
> إذا كانت ص = د(س + ) فإنها تمثل بإزاحة منحنى د فى الاتجاه السالب لمحور السينات بمقدا رأ 
> اذا كانت ص = د (س - أ) نها تفل بإؤااحة مفسفى د فيالانجاه الموچب لمحور السینات بمقدار أ 
> اذا كانت ص - - د (س ) انا تقل والدكاس منحنی فی سو اسینات, 
> اذا كانت ص-اد (س) فانها تمثل بتمدد رأسي لمنحنی د إذا كان | > ٠‏ و نکماش رأسي 
إذاكان ۰ < ا < ۲ ۱ 
٦‏ خواص مقیاس ا2 
[ ب|٭|||× ابا با | اجب إء|!|+اب| 
+ إذا كان اس|< اء 1> . فان:- <س <ا 


د إذا كان اس| > ء !> ٠‏ فان:س ک>ا وس < ۔ا 


@ معلومات إثرائية 
قم بزيارة المواقع الآنية: 


۵۸ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


® كرك و 


() أجريت بعض التحويلات الهندسية للدوال دء رء ع حيث د(س) = س" » ر(س) = سء ع(س) = فكانت 
كما فى الأشكال الآتية على الترتيب أكمل ما يأتى: 


شکل (۳) 


أ قاعدة الدالة فی شكل )١(‏ می.................... ١‏ فاعدة الدالة فی شکل (۲) هى. ٤‏ ت E‏ 

5 قاعدة الدالة فی شكل (۲) هی.................... .۰ ۵۱ الدالة ليست أحادية كما فی شکل کٹ تہ 

ھا مدی الدالة فى شکل (۱) هو....................... . ۰ 9. مدی الدالة ھو ع کمافی شکل سس ره 

ذ ا نقطة تماثل الدالة فی شکل (۳) هى............... ٠ع‏ معادلة محور تماثل الدالة فى شکل )١(‏ ھی رت 
(۲) أوجد مجال کل من الدوال المعرفة كما يلى: 

1 با و ۳ (س) <س +۲ 7 دپ(س) = ہے 


(۳) إذا كانت د(س) = ٤س‏ عو > ر(س) = ٢س‏ فأوجد كلا من: 
(د+ر)(س) ۰ (د.ر)(س) (٠‏ ) (س) ثم أوجدقیمة(د+ر)() > (ددر)0) > (2) 03 


رك ارسم منحنى الدالة د حيث د(س) = اس - ۲| + ۱» ومن الرسم ابحث اطراد الدالة» ثم أوجد مجموعة حل 


المعادلة د(س) - ۶ 
(0)) أوجد مجموعة حل كل من المعادلات والمتباينات الآثية: 
أ اس +؟|-ءس ٦ ٠١‏ اس |-7-سد٠‏ > |۲-۲س|>ه 


2 أثبت أن الدالة د حيث د(س) - اسا زوجية» وارسم منحنی دہ ثم آوجد بيانيًا وجبریا مجموعة حل 


المعادلة د(س) = اس - ۰۲ وتحقق من صحة الحل. 


۱ ۳ 
(۷) الربطبالميكانيكا: أطلق صاروخ إلى أعلى بسرعة ۹۸ متر/ث من على سطح الأرضء فإذا كانت العلاقة بين 
ارتفاعه عن سطح الأرض ف بالمتر» والزمن ن بالثانية تعطی بالعلاقة ف = ۹۸ ن - ۶,٩‏ ن" بين أن هذه الدالة 
ليست أحادية» ثم أوجد 
ا ارتفاع الصاروخ عن سطح الأرض بعد ثانيتين من لحظة انطلاقه. 
۳ الزمن الذى يستغرقه الصاروخ حتی یکون على ارتفاع ٣۷۰,٤‏ مترّا من سطح الأرض. 
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مخرجات تعلم الوحدة 


خطط تنظیمی للوحدة 


الدرس (۱-۲): الأسس واللوغاریتمات وتطبیقات علیها 
الدرس (۲ - ۲): 
الدرس (۲ -۳۰): 


:)٤ - ۲( الدرس‎ 


تعریف الدالة الاسية 


الدالة الاسية التمثیل الببائی للدالة الاسية 


تطبيقات على الدلة الأسية (النمو- التضاول) 


حت والوسائل 


المعادلة الاسية 


شرط وجود دالة عكسية 


الدالة العكسية 


ايجاد الدالة العكسية جبرد! وبیائی'ا 


التمثيل البيائى للدالة اللوفاريتمية 


الدالة اللوغاريئمية 


تطبيقات على الدالة اللوفاريتمية 


خواص اللوفاریتمات 


حل المعادلات ائلوفاریتمیة 


ا سوف تتعلم 
4 تعميم قوانين الأسس. 
4 الجذر الئونی. 
4 قوانين الأسس الكسرية. 


لك المصطلحات الأساسية 


The nt Power القوة النونية‎ ۹ 
Base اسان‎ 
Exponent الأس‎ ۹ 
nî" Root جذ ر نونی‎ 4 


Rational Exponent  یرسک آس‎ ۹ 


ھت الأدوات المستخدمة 
4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية. 


Rational Exponents 


3 تمهید ٠‏ 
سبق أن درست الجذور التربيعية لعدد حقيقي غير سالب وتعرفت على بعض خواص 
الجذور التربيعية والجذور التكعيبية » ودرست الأسس الصحيحة وتعرفت على بعض 

خواصها وسوف نتعرف فى هذا الدرس على الأسس الكسرية. 


لکل اد ع ولكل ىہ د صہ' فإن: 

(حیث العامل | مكرر ىہ من المرات) 
ویسمی (ا ”) بالقوة النونية للعدد ا حيث یسمی العدد | بالأساس» 
والعدد ده بالأس ونقول | مرفوع للأس ده. 


8 
5 


۱.۷۱ 


TIN‏ كلاد ع-1) 
٦ = 1 (۳‏ لہ أ 
خواص الأسس الصحيحة: 


إذا كان لكل م لہ 3 صدء 1 ب 5 ۶-() فإن: 
> > (اب)“۔ب“ 


< “۹> 
f=“ > 


9 مثال 
و و وله پر ۷ل 
ھا الہک ہی ری 
© الحل 
الطرف اسن 0 ما كله + × پا ۲- الله 5 


م بر ایا ای 


+۱۱۰ 


(ك) ۸یہ +3 ر م ٤یہ‏ 
پ کل پر کله رس لہ 


-ع+ع 


ے فک ون رے پر ۷ وم 7 
۳ صفو ہر پا صفد ار (الطرف الأيسر) 


کتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوى 


|_| um ٠ 


8 حاول أن تحل 
ر0 أوجد فى أبسط صورة المقدار: پیر 
9م مال 


کے ۳+ یہ 
5 ۶ ۲ ۲ 
© أثبت أن ° ۸ ؤازهم 


(۷۷۷۵۸ ×(م نر 0 


مر" 


“f(To) x (o x) x o _ EN 
f (o) x (Te x) اطرف این‎ 
(o) x" (o) x () x (o) _ 
(e) x (o) x (¥) 


رزوي E‏ و شب سیف 


۲۲۱۵ (الطرف الأیسر) 
[] حاول أن تحل 
له ۱-۲ 


أ ذا كانت ادع نہ عددًا صحیتا فرديّاء فحدد العبارات الصحیحة فیما يأتى: 
9 > (ب) ۱ <. (ج) 1" >. و ٭ ج۔ 
ا إذا كانت ادع -(۰) ىہ عددًا صحیحا زوجيًاء فحدد العبارات الصحيحة فیما يأتى: 
ع زں) > (ج) 1" " -. (د) 271 
الجذر النونى: 


المعادلة س" = ۹ لها جذران حقيقيان فقط هما ٣- ٩۷‏ أو - ۲-۹۷ 


رھ می 220 


كذلك المعادلة س۸-۲ لھا جذر حقیقی وحيد لأى عدد حقیقی يكون 
هو 518 ۲ (باقي جذور المعادلة أعداد مركبة غير حقيقية) l=‏ 


لاحظ أن 825 


و ررد ص.* لها رہ من الجذورء ونناقش فيما يلى عدة حالات: 
فان المعادلة س“ | لها جذران حقیقیان آحدهما موجب والآخر سالب وباقی الجذور أعداد مركبة غير 
حقيقية ویرمز للجذرین الحقیقیین بالرمزین ۷ ۲ ۷-۰ ٠ ١‏ ویسمی الجذر اللونی الذي له نفس إشارة | 
بالجذر النونى الأساسى للعدد ا. 
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3 


سس ههه 


مثل: المعادلة س* - 17 لها جذران حقيقيان هما ۱٦۷‏ - ۲ء - ٦٦‏ د-۲ 
(وباقي الجذور أعداد مركبة غير حقيقية). 
لاحظ أن (۲)* ٦۱ء‏ (۲۰)* ١١‏ 


۳ 


9 
فان المعادلة س" | ليس لها جذور حقيقية (جذورها آعداد مركبة غير حقیقیة). 
مثل: المعادلة س" ٩--‏ ليس لها جذور حقیقیة (جذورها آعداد مركبة غير حقيقية). 


3 


فان المعادلة سا لھاجذر حقيقي وحيدهو ١‏ 201 (باقی الجذور أعداد مركبة غير حقیقیة) 
مثل: المعادلة س*--۳۲ لھا جذر حقيقى وحيد هو ۲۲-۷--۲ (لاحظ أن (-5)* --۳۲) 


ھپ 7 
صہ+ | = صم 


لها حل حقیقی وحید هو س - ۰ (المعادلة لھا ده من الجذور المكررة وكل منها 
يساوى صفر عندما ده > ۱). 


فإن المعادلة س“ = صفر 


3 حاول أن تحل 
(۳) أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
آ س؟-۸۱ با س ۲:۳ كا یں ' عد ۱ دا سن" --4 


تفكير ناقح وضح بمثال عددى الفرق بين الجذر السادس للعدہ | وبين ۳۷" 

ا تعلم 

Rational Exponents الأسس الكسرية‎ 

تعلمت أن الجذر التربيعى للعدد الحقيقى غير السالب | هو العدد الذى مربعه يساوى | وبفرض أا تمثل الجذر 


التربيعى الأساسى للعدد | 
6 دا بت ومنها 1 3 م 


أى أن أ هى الجذر التربيعى الأساسى للعدد | أى أن ا 
بالمثل ا٭غی الجذر التكعيبى الأساسى للمدد! ای أن ۶۱-۲۷ وعموما ۶۱-۲۷ 
ی۵ 
0 ١)لأى‏ عدد حقيقي | > له د ص" -(۱) یکون ا - ۷" 
هذه العلاقة صحيحة أيضًا عندما | < ۰ء له عدد صحيح فردى أكبر من ١‏ 
ف 5 5 
۴۳ عزنا ]سب ا ےك اد ۶ مء ده عددان صحيحان لیس بینهما عامل مشترك» 
اك لہ ۷ دم 


٦٦‏ کتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوى 


تعميم قوانين الأسس 
قوانين الأسس الكسرية تخضع لنفس قوانين الأسس الصحيحة 
سح 


0+ با ۔(اں+ جا لمعم 
(YG‏ د + 
© الحل 
۲ار نوكن ب ۔(۴)۷۷۔۔ ۲۷۷ --۲ 
+ م ١١٣٢۔۱‏ ا(0 دوع الاحظأن ۷--2۲] 
ھ) ۴۱۷ د51" 1۶-۲۶ و FV)‏ سے کت ٹ = 
ليا حاول أن تحل 
يج قيمة كل مما یأتی (إن امکن): 
(No) 1‏ (ج) ردبم؟ ج 50۲ داوم 
۱ 7 


العدد (-7)8 معرف فى ع 7-۷--3۲ع ۰ بینما العدد (7-10)' غير معرف فى ع 
خواص الجذور النونية Properties of n" Roots‏ 

TET - ب١‎ 1 

۷ 7 للك ب وہ حيشكلمن ٦٦۷ب‏ دع 


فو مار TIO‏ 


آوجد ذ اط 0 0ر 
©) أوجد فی أبسط صورة کل من ۷ - ||| إذا کان ده زوجی 
0 ۳۸ ۹ با ۱۱۷ساص!؟ 3 = [إذا كان نه فردى 
© الحل 
۵ رر 7 NNT‏ دابا 
۷ سض = ٦‏ ×۴س تا 7 8 سا س! 
دار النصر للطباعة (هدلاين) كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 6" ۱ 
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` سس : 


ایل حاول أن تحل 
() أوجد فى أبسط صورة كل من: 
0۸١,۰,‏ کا ۷ا زین ۶٣ص٢‏ 


ف مار 


(0) أوجد فى أبسط صورة كل من 
30٦0۷۳۳ (o ۱0۰0۸ ÎÎ‏ 
3 2 3 
)۳(4 ۳۳۲ 
© الحل 
پر س۳ل $y‏ سر لد لد نټ x‏ للا 9 
۱ رو قد رر و نہ اف وا = ۳ ۲۱۷۲۳۵ ۲ مد الور 
E‏ نے alus Hs TY‏ 
xy‏ یرپ rx‏ بط 
ب المقدار - باق نه 
۰۷×۰٣ F(x)‏ 
E E‏ 
a Vo Vg 8‏ راع 
[ حاول أن تحل 
٣‏ و سشسو 7٠× ٣۰‏ ۳۵ 
xîs . 8 EES)‏ ۱۵۲۹ 8 
حل المعادلات الآسية في ع 
ف منر 
مر EEO‏ 
(5) أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: إذا كان 
¥ 3 0 
لا س” ء۱۲۸ با ( ۲ س + ۴)۳ = ۸۱ س أن 
سا 
کا من - ۱۳ س۳۹+۲-. 0۔٣۳‏ وا س٣۳‏ فان س = أ 
حیث م عدد فردی 
© الحل إذا كان 
7 1۳ 
آ ا س۳ ۱۲۸۶ ا 
س = (۱۲۸)؟ س =( ۲0۲ فان س = + 
س - ۲ ٤=‏ 0 م. ج =6{ حیث م عد د زوجى 


۳ من ليس بينهما عامل مشترك 
با (×س + ۴)۳ = ۸۱ 


((۲س +۳) )"= (۲)" برفع الطرفين للقوة ۲ 
(۲س + ۲۳-۹۳ 


٦٦‏ کتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 


۷س + 3-۲ (۲۳)* ا ++ 


إما ٢س‏ + ۲۷-۳ لاس - ۲ کہ س - ۱۲ 
أو ٢س‏ + ۲۷-۳ ۲س --۳۰ ف سن حدقا 
ماح A=‏ دوا 


© س؟ -۱۳ ۲+ ۰-۳۹ دس ۰-۲۲-5۷۳۱ 
(س )ررس د )= + س#-۳۱س 3 - ۰-۳۲ 
اماس مد : اوسا = + (س؟-۳۲) (س )ع٠‏ 
س*- ۲۳ سے ۲۷ [ماس؟- ۰-۲۲ | آوس؟ +۰2۱ 
س =±( س =± 0 س٣‏ =۲ س* ١--‏ مرفوض 
س = ۲۷ س =± ۸ س =(۲) 3 
ماح = (۲۷ ۲۷ 1۸-۰۸ س ٦٤‏ 
ماح -(1۶) 
لظا حاول أن تحل 
0۷ أوجد في ح مجموعة حل كل من المعادلات الآتیة: 
( 1 س۴ مم 9 (س + ۴۳-۳ 5 ہہ کک وج 


9 میں 8 


r" 
متى تكون العلاقة 1۷ بَ 1۷ اب صحيحة لجميع قیم أءب الحقيقية.‎ )٢( 
أكمل ما يأتى:‎ )٣( 
98 
e ف اط رور اتسا وئ سس 8 زيم" نی ابسط صورة تساوى‎ 00 
می فی أبسط صورة تساوی سسس د |(۳2" فى أبسط صورة تساوى ا‎ 5 


ھا (ه ")فى أبسط صورة شاوی tt‏ 


©) اختر الإجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة: 


أ إذا کان هت - ؟ فان ۳۲۵ تساوی yy‏ ا سباع ی 8 
€( :)7 ساوئ د رجدو 0 
ج إذا كان س؟ - 1۶ فان س تساوى جح Ele)‏ 
د أي مما يأتي لا بساوي(ناس") ((س )٠ء‏ اس س 3 (س۳) 
دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۱ ۷٦‏ 


ھا إذا کان ٤‏ س ۱۲۸ فان س تساوى ... (۰۶ ۰۲۶ (er‏ 
9 مجموعة الجذور الحقيقية للمعادلة (س ٦٦ )٢-‏ يساوي لشيس ”آ((صفراء(8)ء (۸ء(۰؛٤])‏ 
6 إذا كان ۲ء فان +۲۱۱ تساوى سس Meee‏ 
© اکتشف الخطل 
| ود (و)؟ = ٩-۸۱۷‏ 
.* ذا کان س۶ ء۸۱ فان س حم 281 کی اسوك 8ا 


© الريطبالهند بش إذا كان طول نصف قطر كرة ىہ يعطى بدلالة الحجم ع من العلاقة ی = ()" . أوجد 
الزيادة في طول نصف القطر عندما يتغير الحجم من ۳ 7 إلى 77۳1 وحدة مكعبة. 


(۷) أوجد مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: 


2 ۱ 3 
اس ديج کا س؟ = ۸۱ 
N +‏ = ۵ (س" - ەس + ٢٤٢ ۴)٩‏ 
ها س5 - ٥س‏ +4 - صفر 8 س ١6+‏ =۸ س 


ذا اس -۲۵اس -4ه -صفر 


CY 


( ۲س - ٤)۱‏ = (س + ۳" 
(۸) إذا کان س؟ - ۲ص - ۲۷ فما قيمة س + ص 


© تفکیرابداعی: اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


۱ إذا کان س < صفر فإن: باس" - اس - ماس( - ۲س +۱ +۱ = ہس (س» -س ء صفرء )١-‏ 
۷ 
با إذا كان |= ا فأي الأعداد الآتية عدد نسبي 0 ۷۷ COE‏ 


تشه 


استخدم الآلة الحاسبة في تبسیط إجراء العملیات الاتیة (مقربًا الناتج إلى رقمین عشریین) 


XV 
۳ 
گا ا‎ 


با (+۴۷+(.,.)+ 
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mw‏ ی ی سس 


دار النصر للطباعة (هدلاين) 


Exponential Function and it Applications 


یا نشاط ۰.۱١‏ 

تتکاثر خلايا البكتريا بطريقة الانقسام المباشر إلى خليتين فی كل مرة خلال فترة 
زمنية محدودة ثم تنقسم الخليتين إلى أربع خلایاء ثم تنقسم الأربع إلى ثمان» ويستمر 
انقسام الخلايا بنفس الطريقة خلال نفس الفترات الزمنية وفى نفس الظروف. 


يبين الجدول التالى زمن الانقسام لخلية البكتريا بالساعة وعدد الخلايا الناتجة. 


)١‏ أكمل الجدول السابق. 

.۲ عبّر عن عدد خلايا كل انقسام بالصورة الأسية للأساس‎ ٢ 

۳( ماذا تتوقع أن تكون عدد الخلايا بعد مرور ۸ ساعات. 

)٤‏ عبر بالصورة الأسية عن عدد خلایا البکتریا بالانقسام بعد مرور س ساعد. 


تفلم . | 
الدالة السیة Exponential Function‏ 


تسمی الدالة د حيث د(س) = ا" حيث | > ١| ٠٠‏ س د ع بالدالة 


الأسية: 

مثال: 

د(س) - ۷ دالة أسية أساسها )٢(‏ وأسها (س). 
د(س) = ۵ ۳ دالة أسية أساسها )٥(‏ وأسها (س+1). 


د(س) -(()" دالة أسية أساسها (2) وأسها (اس) 


61 حاول أن تحل 

02 بين أى الدوال الآثية دالة أسية. 
أ د(س) = س" ٦‏ د(س)-(۲)“ 
5 د(س) عي د د(س) = س ۱-۳ 
ھا )دق 5) د(س) = (-۲) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول 


سوق تتعلم 

۹ الدالة الاسیة. 

4 تمثيل الدوال الأسية بيانيًا. 
4 خواص الدالة الأسية. 


المصطلحات الأساسية ٣‏ 
4 دالة أسية. Expontential Function‏ 


Exponential Growth نمو اُسی.‎ 4 


Exponential Decay . تضاؤل اس‎ ۹ 


الأدوات المستخدمة گا 
4 آل حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية. 
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الدالة الجبرية: يكون المتغير 
المستقل (س) هو الأساس أما 
الأس فهو عدد حقيقى. 

الدالة الأسية: يكون المتغير 
المستقل (س) هو الأس أما 
الأساس فهو عدد حقيقي 
موجب لايساوى الواحد. 


۹ 


ا ےض۔ے سس 


التمثيل البياني للدالة الأسية Graphical Representation of Exponential Function‏ 
يل البياني 4 


مثل بيائيًا کل من الدالتین د(س) = ۰۳۲ (س) - (0)س 
وذلك على فترة اختيارية س 3 ]٣٣٣-[‏ 


4 ۱ 
۳ ۸ 
ص ١‏ 
۴ ھ2 ٤‏ 
5 ۱ 
۱ ۳ ۲ 
صفر ۱ ۱ 
۱ 
۱ ۲ ۳ 
۳ ۲ -۳ ۱ 
۳ ۳ 0 7 
د(س) ۳ ۳ ۸ 1 


خواص الدالة الأسية د(س) - 1 "حیث ۰۰۱ ۱۶۱ 
۱) مجال الدالة الأسية د(س) = هو ع ومداها ] 600 [ 
۲ ذا كان | > ۱ فان الدالة تزايدية على مجالها وئسمی دالة نمو أسى معامله ا 


آما إذا كان ۱ > | > ۰ فإن الدالة تناقصية على مجالها وتسمی دالة تضاوّل أسى معامله | 


۳( منحنى الدالة د(س) = 1" يمر دائمًا بالنقطة (۰۰ ۱) لجمیع قيم | > ۱۶۱۰۰ 
٤‏ د(س) < 1 هی دالة احادية (One - to - One)‏ 


٥‏ منحنى الدالة د(س) = ”هو صورة منحنى الدالة د(س) = (رے)٣‏ بالانعكاس على محور الصادات 


)٩‏ نے ‌عندماس سک وی 
اس »وزرا بو نع ممیت جا 

[ حاول أن تحل 

)٢(‏ الشکل المقابل يمثل الدالة د المعرفة على ع ء حيث د(س) - (۳)“. ارسم على نفس 
الشكل منحنى الدالة ر المعرفة على ع ء حيث م(س) = (7). ثم أوجد مجال 
ومدى كل من الدالتين» ثم بين أى منهما تزايدية أو تناقصية مع ذكر السبب. 

© تفکیرنافد: إذا كانت د(س) ۱" حيث ١ < | <١‏ رتب كل مما يأتى ترتيبًا 
تصاعديًا د(۷) » د(-۲) ء د(۷ ۰ )ء د(۰). 


ف مار 
(۱) اذا كانت د (س) - ”٣‏ فأكمل ما يأتى: 
[ د(۲) = یی اه )یس فا(س) ك 


۷۰ کتاب الریاضیات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 


د (س)» د (- مر 


@ الحل 


[) د(۲) = ٩-۲۲‏ چا د (س +۲ تيرم د ۹د (س) 
€ ا مم (س) وکا کے کے ۲ ۱-2 

3 حاول أن تحل 

0 في كل من النمارین النية اكتب قاعدة الدالة تحت الرسم البياني المناسب حیث: 
آ) ص ۳ کا ص ےب & ص مك 
7 ص 2د م ا 9 ص = ۱-۲۳ و ھی ا 
الاب ملعتم کا ص - ا ت 


شکل )٥(‏ شکل )٦(‏ شکل (۷) شكل (۸) 


تطبيقات تؤول إلى معادلات على الصورة |" - ب 


اٹنمو والتضاؤل : Growth and Decay‏ 
پوجد العديد من الظواهر في الحياة اليومية يمكن أن تنمذج كدوال تصف هذه الظواهر من حيث النمو والتضاؤل 
أو (الأضمحلال) مع مرور الوقت. ومن أمثلة هذه الظواهر دراسة السكان والبكتريا والفیروسات والمواد المشعة 

والكهرباء ودرجات الحرارة. 
وفي مجال الجبر هناك دالتان يمكن استخدامهما بسهولة للتعبير عن مفهوم النمو ومفهوم التضاؤل (الاضمحلال) 
هما دالة النمو الأسى ودالة التضاؤل الأسى. 


أو لا الثمو الأسى Exponential growth ١‏ 

يمكن استخدام الدالة دہ حيث د(دہ) = (۱ + س)ل لتمثيل النمو الأسى بنسبة مئوية ثابتة فى فترات زمنية متساوية» 
حيث ده هی الفترة الزمنية» | القيمة الابتدائية» س النسبة المئوية للنمو فى الفترة الزمنية الواحدة. 

(ناقش معلمك لاستنتاج العلاقة السابقة). 
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الریج۔المرکیۓ عند حساب ج جملة مبلغ | مستثمر في أحد البنوك التي تعطي ربح سنوي مركب س (نسبة مئوية) 
لعدد له من السنوات بفترات تقسيم العائد السنوي إلى س فإن جملة المبلغ تعطى بالعلاقة : 


وی اف کا 
پا عدم 
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لق مثل 

(۲) آودع رجل مبلغ 0۰۰۰ جنيه في أحد البنوك التي تعطي فائدة سنو ية مركبة قدرها 7۸ء أوجد جملة المبلغ بعد مرور 
عشرة آعوام في كل من الحالات الاتبة: 

أ العائد السنوي ۳ العائد الربع سنوي * العائد الشهري 

© الحل 

باستخدام العلاقة ج - أ (۱ + )۰ " حيث س التقسيم السنوي : 

را العائد السنوي س٠‏ 
چ ۵۰۰ (۰۸+۱,ہ)'"' ۱۲-2 ,۱۰۷۹۶ جنبه 


چ ...و (۱ + )۵۰ - ۱۱۰۶۰۱۲ جليه 
( ج) العائد الشهری ٠.‏ س 2 ۱۲ 


چ ...و (۱ + )۳ - ۱۱۰۹۸,۲ جنیه . 
8 حاول أن تحل 
(0) یتکاثر النحل فی آحد الخلاياء فیزداد بمعدل 7۲٢‏ کل آسبوع. فإذا كان عدد النحل فى البداية 1۰ نحلة. اکتب 
دالة أسية تمثل عدد النحل بعد له آسبوع ثم قدر عدد النحل بعد ٦‏ أسابيع. 
ثانيًا: التضاؤل الأسى: Exponential decay‏ 
يمكن استخدام الدالة د حيث د(ده) = | (۱ - س)” لتمثيل التضاؤل الأسى بنسبة مئوية ثابتة فى فترات زمنية 
متساويةء حيث ده هی الفترة الزمنيةء | القيمة الابتدائية» س النسبة المئو ية للتضاؤل فى الفترة الزمنية الواحدة. 
فم مل 
© الربط بالتجارة: اشترى كريم سيارة جديدة بمبلغ ۱۲۰۰۰۰ جنيه» فإذا كان سعر السيارة يتناقص بمعدل ۸۱۲ كل 
مت 
أو اء اكب دالة اسیة تمل سعر السا بعدانه ستھ من شر اها 
ثانيًا: احسب لأقرب جنيه سعر السيارة بعد مرور ٦‏ سنوات من شرائها. 
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رج ...۰۰۰ سس 


© الحل 


ا٠۱۷۰‏ ء = 0,1١‏ الفترة الزمنية ده ٦<‏ سنوات 
أولا: دالة التضاؤل الأسى هى: د(ںہ) = ا(١‏ -ص)“ وبالتعويض عن قيم أء س فإن: 
تس هه زد أى أن: د(نم) = ۱۲۰۰۰۰ (۸۸, .)نه 
ثانيًا: بالتعویض عن ن ٦<‏ فى دالة النمو الأسی: 
0)3( = 1)۰۱۸۸(۱۲۰۰۰۰ ۵۵۷۲۸۹۰۶۱ 
سعر السيارة المتوقع بعد مرور ٦‏ سنوات يقدر بمبلغ 90۷۲۸ جنيهًا 


[ حاول أن تحل 

© الربط بالطی بتناول أحد المرضی ۶۰ مليجرامًا من عقار طبى» و یمکن لجسم المر يض أن بتخلص من 7/۱۰ 
من هذا العقار تقريبًا فى الساعة. 
أ ٠‏ اکتب معادلة أسية تمثل كمية العقار المتبقية فى جسم هذا المريض بعد تناول العقار. 
ب قدر كمية العقار المتبقية فى جسم المريض بعد ؛ ساعات من تناول العقار. 


۶ تماین۳- چ 
0 آکمل ما يأتى: 


أ) تكون الدالة د حيث د(س) = أ" دالة أسية إذا کانت ...سس a‏ 
[) الدالة الاسية ر حیث س(س) ء٣‏ ' أساسها هو مھت 
+ الدالة یہ حيث ی۔(س) - (حل)س" ليست دالة أسية لأن مت 
د إحدائيا نقطة تقاطع الدالة الأسية د(س) دا“ مع المستقيم س = ۰ هی النقطة (. »....) 
ھا معادلة محور التماثل لمنحنى الدالتين دہ س حيث: د(س) = ۳۳ ر(س) = (ج)“ هو NE‏ 
(۲) اختر الإجابة الصحيحة من بين الاجابات الآثية: 
أ. تكون الدالة الأسية التى أساسها | تزايدية إذا كانت 


(10>. (ب) ۱>۱ (ج).<|<١‏ (د) ۱-1 
۳ تکون الدالة الأسية التی أساسها | تناقصية إذا كانت: 

2 : (ب)1<: BETES‏ (1-5<ا<ه: 
) الدالة الأسية د حيث د(س) = ”۰| > ۱ يقترب خطھا البيانى من: 

([) محور السینات (الاتجاه الموجب) ( ب) محور السینات (الاتجاه السالب) 


(ج) محور الصادات (الاتجاه الموجب) ( د) محور الصادات (الاتجاه السالب) 
د فى الدالة الأسية د حيث د(س)-۰۳۱ ١>١‏ تكون د(س) > ١عندما:‏ 
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()سدع (ب)س دع* (ج) س 3ع (د)اس 3 صہ 
ھا فى الدالة الأسية س حيث ص(س)>|”ء(. < | )١<‏ تكون ۰ < ۲1 < ١‏ عندماس د 


(۰۰]0 «[ (ب)]۔ہ٭ .] (ج)]۱ء «[ )([-< ۱] 
6 بين أى من الدوال الآتية دالة أسيةء ثم اکتب آسها وأساسها: 
[ د(س) = اس" ب د(س) = ع( > دس)دےے 
۵ ا د(س) = اس ١-‏ هأ د(س) = )۳ 9 د(س) =(-۷)“ 


(ك) مل الدالة د في كل مما يأتي بيانيّاء ثم أوجد المجال والمدى لكل منھاء وبيّن أى منها تزايدية وأى منها تناقصية: 


[] د(س) ےم © سخ“ )د(س)- 760 ادا د(س) لاب 


۲ ۲ 1 + 

ها د(س) =( -۲ 3 د(س) =۲( +۱ ذا د(س)=-(@ ت۲ 

© الربطبالادخان أودع زياد مبلغ ۸۰۰۰۰ جنيه فى أحد البنوك بفائدة سنوية ۱۰,۵ كم يصبح جملة رصيده 
بالجنیه بعد ٠١‏ سنوات علمًا بأن جملة الرصيد تعطى بالعلاقة: 
ح <م(۱ + س)لة حيث م المبلغ» س النسبة المئوية للفائدة » ده عدد السنوات 

© الربطبالاتصالات: يتناقص عدد الهواتف الأرضية فى إحدى المدن نتيجة انتشار الهواتف المحمولة بمعدل 
۰ء فإذا كان عدد الهواتف فى إحدى السنوات ۰۶۰۰۰ هاتفه فاكتب دالة أسية تمثل عدد هذه الهواتف بعد 
مرور ده سنةء ثم قذر عدد الهواتف بعد مرور ۳ سنوات. 

0 الربطيالاستثمان: بلغ عدد الأبقار فى أحد مزارع الماشية ۸۰ بقرةء فإذا كان معدل التکاثر لهذه الأبقار يبلغ 
۸ سنو يا تقر یبّاء فأوجد عدد الأبقار فى المزرعة بعد ٤‏ سنوات. 

(4) الربطبالسكان: بلغ تعداد سكان إحدى المحافظات فی جمهورية مصر العربية ٤,٦‏ مليون نسمة بمتوسط 
زيادة ء 7 سئویا. 
آولا: اكتب دالة أسية تمثل النمو المستقبلى بعد ده سنة. 
ثانيًا: قدّر عدد سكان هذه المحافظة بعد مرور ه سئوات من وقت التعداد. 

© الربطبالرياضة: يتناقص عدد المشجعين لإحدى فرق كرة القدم بمعدل ٤‏ نتيجة خسارتھا فی إحدى الدورات 
الرياضية. فإذا كان عدد المشجعين فى أول مباراة ۳٦٣٤٣‏ فاكتب دالة أسية تمثل عدد الحضور (ص) فى 
المبارة (بم)» ثم قدر عدد المشجعين فى المبارة العاشرة. 


2 تفضبرابداعی: إذا كان د(س) = ۷" فأثبت أن المقدار ام + جب له قيمة ثابتة مهما كانت قیمة س 


8097 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
٠‏ ج مد 


۳ ۲ Exponential Equations 


من الجدول الآتى بين متى تتساوى ۲ مع س: ۹ حل المعادلة الأسية جبريًا. 
4 حل المعادلة الأسية بيانيًا. 


المعادلة الأسية Exponential Equation‏ 
إذا تضمنت المعادلة متغيرًا فى الأس» فانها تسمى معادلة أسية مثل (۲۳- ۲۷) فنجد: 


5 المصطلحات الأساسیة ۴ء 
ال ا ا ساب 


Exponential Equation 5‏ 
زه مثال 4 اخل البياني  Graphical Solutio”‏ 
() أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: 
_ 1 ۱ انی طس 
1 پس = با A= “)۲٢٣۷(‏ 
© الحل 
١ _8 ۱‏ سے نے 
[1) سس = پس ۳ 
.*. س ۲-2۱ ومٹھاس -ء .. مجموعة الحل = [-4) 
با) ( ۷٢‏ )سے س۲ (۲ )سنح ص۔٢‏ 
TTS A‏ ر Fry Fey‏ 
۳ ۹ ۴ 
:*. وس اس بالضرب في ٢‏ الأدوت المستخدمة الک 
:+ ۲س- ٩‏ اس ۱۲ ام لأس س42 - ۱۲ 4 حاسب آلي مزود ببرامج 
FS‏ 5 3 ۲ 7 رسومية. 
٣س‏ = ۔٣‏ ومٹھاس ١=‏ .. مجموعة الحل = [۱) 4 لحاس افلم 
[ حاول أن تحل 
© آوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآثية: 
پا © ی ۱ 
۳ کو ۲۲ 
ا 
دار النصر للطباعة (هدلاین) تاي الطالب -. الفصل الد راتی الأول ۷ ۱ 


سس تست 


فم مثل 


(4) أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: 


1 بلا ی وس-۲ ب پ ٠ں‏ س 
© الحل 
دن 8 
یس س ؟ - صفر ومنها س٣‏ 
مجموعة الحل = (۳) 
ب 1 _ ۲س+۲ ۲ بي ی اليد ۳ س+۱ 
.. س ١+‏ - صفر ومنها س - ١‏ .و مجموعة الحل = )١-[‏ 
1 حاول أن تحل 
)٢(‏ أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات 
1 س _ بس-٥‏ پا ولاح ی 


بے 4 8 : أوجد جميع الحلول ال 14 یو تا 
و مر 


(۵) إذا كانت د(س) ے عت 


[ آثبت أن د(س + ؟) × د(س - ۲) = د(۲س) + إذا كان د(س )١+‏ - د(س -۱) = ۷۲ آوجد قيمة س 
3 الحل 
] الطرف الاين ددن + ادس ا ب“ 
E‏ = سی = د(۲س) = الطرف الأيسر 
8 وس ) - وھن- 0 عتقا ب اک ہیں 


ٹر 00 ا 
ب Wa FY‏ 
و ساپ ۲۳ س ۲-۱ ٠:‏ س دم 


61 حاول أن تحل 
(۴) إذا كان د,(س) =۸ دپ(س) - “٤‏ 


۶ . د لاس +۱)+د, (٣س‏ +۲) 5 
+ ۱ ۲ 5 ب و 
للا نیک :ان DETTE‏ ۱۳۸ حل المعادلة د, (۲س) + د (۳س -۱) = ۸۰ 
۷ گت الزاضفات البحفةة. طم الصف :لقالی القاوي 


رہ حنص- ۰۰.۳ سس 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب -. الفصل الدراسی الأول ۷ 


اق مثل 
(5) إذا كانت د(س) - باس 
أوجد س التی تحقق المعادلة: د(س) + د(ه -س) = ۱۲: 


@ الحل 
بالتعويض فى المعادلة د(س) + د(ه - س) - ۱۲ 


کاو ےم 
۳ × ۲ + ۲ × کے ۱۲ ٢×‏ وذلك بضرب الطرفین فى ۲“ 
٢س‏ + س ٣٥٢٢‏ -س + س - ۱۲ × س دم 
۲ ۱۲× بن + ۳۲ = ٠‏ وہتحلیل المقدار الثلاثى 
(٤۔))‏ لمع 
إما: ۲۲ ومنها س ى٢‏ 
آو: ۲ ۲ ومنها س -م 
3 حاول أن تحل 


0 2 00 ع د(س+) د(س-) ۱۷ 
© فی المثال السابق أثبت أن: REE‏ 3 رص 77 7 


حل المعاد لات الأسية بيانيًا Solving Exponential Equastions Graphically‏ 


0 باستخدام أحد البرامج الرسومية ارسم في شکل واحد منحنيي کل من الدالتين د,(س) ۲” د,(س) - ۲-س» 
ومن الرسم أوجد مجموعة حل المعادلة ۲۷ -۲-س 
© الحل 


باستخدام برنامج Geogebra‏ ترسم منحنيي الدالتين در» دب» ومن الرسم وجد 
إحداثيات نقطة التقاطع هي )۲۰١٢(‏ 


نجد من الرسم أن نقطة تقاطع منحنی الدالتین د,ء د, هو (۱ء ۲) لذلك فان 
مجموعة حل المعادلة: ٢س‏ -٣-س‏ هو (۱). 


61 حاول أن تحل 
() باستخدام أحد البرامج الرسومية ارسم كلا من الدالتين: 


د (س) - 7۲ د,(س) = س +۲ ومن الرسم أوجد مجموعة حل المعادلة اف دس +؟ 


1 7 


a 


)١(‏ اختر الإجابة الصحيحة: 


[ ذا کان +" =۸ » فان س = 5230 


,۱ (ب) ۲ (ج) > (د) ۲ 
ب إذا كان وس د وس فان س = ۳[ 
()ه (ب)١‏ (ج) -۱ (د) صفر 
ا (ل) ۱-۲۳ حیث |> صفرء فإن!- وہہ 
۱ (ب) -۲ (ج) ۲ (د) ۲ 
2 آوجد مجموعة حل کل من المعادلات الآنية: 
7ڑ جانا پا سا چا به ۱ 
ذا rag‏ ھ) a e oy GJ =e)‏ 
ز) واس + و۲ د م پروس 8 کچ کے طا ومسا )۷ک لیم 
)٣(‏ آوجد مجموعة حل المعادلتین: 
من عو ”٣ن‏ انی 


n 68 ۲ ¢ Vos ۵۷ ۴‏ 
© إذا كانت د,(س) = ۲۳ د,(س) = ۲۹ فأوجد قيمة س التي تحقق د,(٣س-١)‏ + دپ(س۱) = ۷۵7 
(0) إذا كانت د(س) - ۳۷ فأوجد قيمة س التي تحقق د(؟س -۱) + د(س - ۲)-۵۰ 


0 آوجد بیان خد ماحد برامج الرسوميات مجموعة حل المعادلة: 


1 ۷ ۳ میں پا بس د ۷س 
(۷) تفکیرایداعم: إذا كان س" - ص" وكان س ۱۳۰ص ۲ فما قيمة نم ؟ 
(۸) الربطبالأعداح إذا کان مجموع الأعداد ۶+۲ ۸۰ +۱۱ + e‏ + ۷۲" بعطی بالعلاقة ج ۲(۲ - )١‏ 


أ أوجد مجموع العشرة أعداد الأولى في النمط 

+ أوجد عدد الحدود فى النمط ابتداء من الحد الأول ليكون مجموعها ۱۳۱۰۷۰ 
(8) حل كلا من المعادلات الآنية: 

| ا یں مھ E‏ کے ليك 

أوجد مجموعة حل المعادلة: 


ا و ”ا 


۷ ۱ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الٹانوی 


4 ۲ The Inverse Function 


8 فكر و ناقش 


الشكل المقابل يمثل علاقة (أب) بين مجموعة من 
الآباء س = (عمادء عبد الله أسامةء عاطف) وبناتهم 
صہ = (أملء نيرةء غادةء جنة) بالاستعانة بالشكل. 


سوق تتفلم 3 


4 الدالة العكسية. 

۹ التمثيل البياني للدالة العكسية. 

» إيجاد الدالة العكسية لدالة بيانيًا 
وجيريًا. 


)١‏ اكتب بیان العلاقة التى تمثل "أب" من سہ إلى صہ 
هل العلاقة تمثل دالة؟ وإذا كانت دالة هل هی دالة أحادية؟ 


؟) اكتب بیان العلاقة التى تمثل "لبنة" من صہ 
5 علم _ 


The Inverse Function الدالة العكسية‎ 


إذا ات الدالة د دالة أحادية (موم-ميهمه) من 


إلى س هل العلاقة تمثل دالة؟ 


المصطلحات الأساسية ۴ء 


Function دالة‎ 4 


مجموعة سہ إلى مجموعة ص فإن 4 دالة عكسية  Inverse Function‏ 


الدالة و" موي واو الى ونور 4 دالة أحادية 


لكل (س؛ ص) 3د 


م 


ذه مار 


(۱) إذا كانت د دالة بیانها کالکتی: د = ((۱ء ۲)ء 


أوجد بیان الدالة العكسية للدالة د ومثلهما فى شكل واحد. 


© الحل 

حيث إن الدالة المعطاة أحاديةء فان لها 
معکوسا. 

۰ د(س) د ((۱ء ۲)ء )¥ £( (A) (1F)‏ 
.)س( = }¥< 1(« )£< 6۲ (ت ۳ (EN)‏ 
نلاحظ أن الدالة د والدالة العكسية و٠‏ 
متماثلان بالنسبة للمستقيم ص = س 

أي أن د" (س) هي صورة د(س) بالانعکاس 
في المستقيم ص = س 


دار النصر للطباعة (هدلاین) 


One - to One Function 

(ص» س) 2 و۳ 4 تجال Domain‏ 
۹ مدی Range‏ 

Reflection انعکاس‎ 4 


.۔))۸ء٤(‎ (1) (E) 


الأدوات المستخدمة ہک 


4 آلڈ حاسبة. 
4 برامج رسومية. 
۹ حاسب آل. 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی لول ۷۸۵ 
د 


یل حاول أن تحل 
)١(‏ أوجد بیان الدالة العكسية للدالة التى يمثلها الجدول الآتى: 


اختبار الخط الرأسی اختبار الخط الافقي 


إذا قطع أي خط رأسي منحنى ما في نقطة واحدة إذا فطع أي خط أفقي منحنی دالة ما في نقطة 
على الأكثر فان المنحنى يمثل دالة. واحدة» على الأكثر فإن المنحنى يمثل دالة أحادية. 


1 
/ 


لا لت ونم لت 


د 7 
1 0+ ۰۰ 

إذا كانت الدالة ليست أحادية (لا تحقق اختبار الخط الأفقی) فان معكوسها 
لا يمثل دالة. 

مثل ص = س" (ليست أحادية) معكوسها |ص | = ۷س لا يمثل دالة. 


من خواص الدالة العكسية: 5 
١‏ يقال أن د(س) » م(س) دالة عكسية للأخرى إذا کان کی ی 
(رہم)س)حیس و (س ٠‏ د) (س)=س 
> مجال الدالة د(س) = مدى الدالة العكسية د'(س) 
مدی الدالة د(س) = مجال الدالة العكسية د" (س) 
ما مجال الدالة د حيث د(س) = س" التى یکون فيه للدالة د دالة عكسية» وأوجد هذه الدالة العكسية. 


لی مثل 
© أوجد الدالة العكسية للدالة د حيث د(س):- ٢س‏ + ۱ ومثل الدالة ومعكوسها 


مدق و 


بیانیًا فی شكل واحد. لإيجاد الدالة العكسية آولا 
١‏ نقوم بتبديل المتغیرات: ثم 
نوجد ص بدلالة س. 


5 كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


بتبدیل المتغيرات 


أي د"(س) 2 (س -۱) 


نلاحظ_أن الدالة د والدالة العکسية د" منحناهما متماثلان بالسبة 
للمستقیم ص - س 

3 حاول أن تحل 

© آوجد الدالة العكسية للدالة ص دس" ومثلهما فى شکل واحد. 

فم مثل 


© إذا كانت د دالة بحيث د(س) = ۷+٣‏ س٣‏ فأوجد 


| مجال د(س) ومدى د(س) .ب د" (س) وعين مجالها ومداها 
@ الحل 
١|.‏ د(س) معرفة لجميع قيم س ٠ >١-‏ أى س ٠>‏ 
.. مجال د(س) <[ 0۰۱[ 
7 امین با ہہ لجمیع قیم س الواقعة في مجال الدالة 


.. س ۳ سے د(س) > ۳ 


.. مدی د(س) <[ 0:۳ [ 


۲2 +ا من‎ +۳ NG) 
باستبدال المتغیرات س » ص‎ 
س - ۳+ باص -1 بن -5 - انت بتربیع الطرفین‎ 
١ - (س -م)' - ص‎ 
۱+۲ )۳- .ص = (س - ۳) ۲ +۱ .د" (س) = (س‎ 
[ 04 ١[ مجال د"(س) -[۰۴ 50[ ومداها‎ 


5 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب -. الفصل الدراسی الأول ۸۱ 
سے سس : 


1 حاول أن تحل 
(۴) إذا كانت درع* -ےع بحيث د(س) = م 
س 


۱ 


١ 


۱+ 


آوجد د "(س) وعين مجالها ومداها 


کا مستخدما أحد البرامج الرسومية ارسم الشکل البياني لکل د(س) 8 د'(س) 


® میت و 


0 کمل: 


| 
- 


د 


إذا كانت الدالة د= ((١ء٤)ء‏ (۲ء -")ء (۰۳ ١)ء‏ (٤ء‏ ۰)) فان د 


إذا كانت د دالة أحادية وکان د(۲) = 1 فان د" )٦(‏ = ۳ 


الشكل المقابل يمثل دالة د: س س ص فان د" (۲) = 
صورة النقطة (۰۲ )١‏ بالانعكاس في المستقيم ص = س هي النقطة RENEE‏ 


©) ضع علامة (/) أمام العبارة الصحيحة وعلامة (۸) آمام العبارة الخطأ: 


| 
5 


د 


مجال الدالة هو مجال الدالة العكسية لها. 
الدالة المتزايدة على مجالها یکون دائمًا لها دالة عكسية. ۰ 
الدالة الزوجية يكون لها دائمًا دالة عكسية. ) کو 


الدالة الفردية یکون لها دائمًا دالة عكسية. ) کم 


©) أوجد الدالة العكسية لكل من الدوال الآنية؛ 


1 


تم 


۸۲ 


۱ 

د(س) = ۲ س + ۶ 9 د (س) < ۶س 

ے بويك 5 اب 
لفل = یں داس ہی 
د(س) =۸ س ۱-۳ و د(س) 2 ٤-س‏ 
د(س) +٢‏ ۲-س ح. د (س) = س' حيث س > صفر 

۲ 

د(س) - (س -۱) ۲٢‏ حیث س >۱ 8 د(س) = س +۸ س +۷ حیث س ٤>‏ 
د(س) = ۷ ۹- س" حیث -2۲س <2 
د(س)= مأ ۹-س' حيث ۰ < س <۲ 
د<((۰۱ ۲ (۰۲ ۳ 1)٤ e)‏ 


کتاب الریاضیات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 
---- ج ی سس 


١1 ©‏ إذا كانت د(س) = دس. أوجد د'(س) ومثلهما بیان 


حاول كل من وائل ورنا إيجاد الدالة العكسية للدالة د(س) - س 


أي من الحلين هو الصواب؟ لماذا؟ 


(۷) سؤال۔مفتوچ: هل يمكن أن تكون الدالة د هي نفسها الدالة العكسية د"'؟ إن كانت العبارة صحيحة أعط 
أمثلة على ذلك. 


(۸) فی كل مما يأتى عين المجال الذى يكون فيه للدالة د دالة عكسية: 


أ د(س) = س" .ب د(س) دس" اج د(س) = م س 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۸۳ 


6 سوف تتعلم 

4 تعريف الدالة اللوغاريتمية. 

4 التمثيل البياني للدالة 
اللوغاريثمية. 

4 التحويل من الصورة الأسية إلى 
الصورة اللوغاريتمية والعكس. 

۹ حل بعض المعاد لات 
اللوغاریتمیة البسيطة. 


لك المصطلحات الأساسية 


۹ لوغارب یتم Logarithm‏ 
4 دالة عکسیڈ Inverse Function‏ 
4 جال Domain‏ 
4 اللوغاريتم المعتاد 


Common Logarithm 


۹ آلة حاسبة. 
4 حاسب آلي. 


706ھ 


تسمى لور س = ص بالصورة 


اللوغاريتمية 
وتسمى ا“ = س بالصورة 
الأسية المكافئة لها. 


۸ 


التمثیل البياني للدالة العکسية للدالة الأسية 


3 سکتت 
علمت أن الدالة ص = ۷س هی الدالة العكسية للدالة 
ص = س" لکل س > صفر (صورتها بالانعکاس في 


المستقيم ص = س) 


فهل يمكنك تمثيل الدالة العكسية للدالة الأسية د حيث د(س) = “٢‏ بيانيا من خلال 
تمثيل قيم س» ص للأزواج المرتبة التي تمثل الدالة. 


نی مین تن صن 

۳ 7 1 = 
A ۸ 

۲- 1 3 2 
3 3 

۱ 1 0 ۱ 
۲ ۲ 
۱ ۱ 

۱ ۲ ۳ ۱ 

۲ 0 5 ۲ 

۴ ۸ ۸ ۳ 


نجد مما سبق أن معکوس ص = ۲" هو س = ۲" ویسمی المتغیر ص في المعادلة 
ییک یار یکر رپس سان س ويقرأ ص تساوي لوغاریتم س للاأساس۲ 


الدالة اللوغاريتمية Logarithmic Function‏ 
إذا كان | 3 ع*-(۱) فان الدالة د حيث دنع > م” حيث د(س) = لو س هی 
الدالة العكسية للدالة ص دا“ 
وتسمی د(س) - لو س بالدالة اللوغاريتمية 
> مجال الدالة اللوغاريتمية = ع" > مدى الدالة اللوغاريتمية = ع 
> الصورة ص = لو س تكافئ الصورة دس 


کتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوى 


التحويل من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية: 


۱-۲ تکافی لو ۶-۱۶ ب و۲ -ه۲ تکافئ لو ٢٢۔٢‏ 
۳ 0 
(٭ = تکافیم فى ت 8 “۸٣۷(۰‏ در تكافى لو ۰,۰۱--۲ 
[ حاول أن تحل 
2 حول من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية 
1٩-۷ )1‏ © ۱۳اه © نلك € يم 
اللوغاريتمات المعتادة للأساس ۱۰: 
إذا كان آساس اللوغاریتم ۷۰ يسمى باللوغاریتم المعتاد ویکتب بدون آساسن, 
مثل: ۷۵ تکتب لو۷ الى ۱۲۷ تکتب لو۱۲۷ 
التحویل من الصورة اللوغاریتمية إلى الصورة الأسية: 
آ) لو ۶-۸۱ تكافى ‏ “ء۸۱ با لو ۷-۱۲۷۸ تكافى ۱۲۸-۲۲ 
۳ ۲ 
جا لو ۲-۳ تکافی ا سب ۵ او 2-۲۷ تكافىئ ‏ ۲۷-۲۸۱ 
ليلا حاول أن تحل 
() حول من الصورة اللوغار يتمية للصورة الأسية: 
1 لو ٣-۱٢٢‏ © لو ہے گا لو ٠-۹‏ د لو ۳-۱۰۰۰ 
9 مثل حساب قيمة لوغاریتم عدد لأساس معلوم 
(0) آوجد قيمة كل مما يأتي: 
| الواييره ب لو ۲۷۷ 
0 
© الحل 
آ ا بوضع ص دلو ۰۰۱و" کا بوضغ ص = لو ۳۳۲ 
بالتحویل إلى الصورة الأسیة: بالتحویل إلى الصورة الأسية 
و ۳ ۴ من‌خواص الاسس 
2۰(" وضع العدد بالصورة الاسية ص - 3 


بت 
و کت زم وخ من خواص الأسس 
ص --۲ لذلك فان لو ۰,۰۰۱ ٣--‏ 


لذا فإن لي 7-5798 


[ حاول أن تحل 
0 أوجد قيمة كل من: ١‏ أ لو ای ب لو ۱۲۸ 
۴ 
دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۱ ۸۵ ` 


لق مال 
(۲) أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: 
1 ان (اس-0)-۱ € لو (س +۲ 
ص 
© الحل 
أ المعادلة لكل قیم س التي تحقق اس - 0 > صفر؛ أي س > ج (مجال تعریف المتغير) 
وبتحويل المعادلة للصورة الأسية المكافئة 
× ۷ے لاسن داه ۰ ۲س = 
0 س - ۶ 3 مجال تعريف المتغير مر مجموعة الحل هي )٤(‏ 
س +۲ > صفر من دالا 
39 المعادلة معرفة لقیم س التي تحقق س > صفر ي ١‏ س > صفر 
س ۱7 س ۱7 
أي ]صفرء*1 - )١[‏ (مجال تعریف المتغیر) 
وبتحويل المعادلة للصورة الأسية المكافئة 


ا س س +۲ پا س؟-س - ۲ - صفر 
.. (س -۲) (س )١+‏ = صفر رفن۳2 اق فیس 
٠‏ س ١-‏ 2 مجال تعريف المتغير 3 مجموعة الحل = (۲) 
61 حاول أن تحل 
© أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات ال 
آا لو سے ب لو هس -۲ 
۸۱ ۳ 
9 تعلم أ 
التمثيل البياني للدالة اللوغاريتمية: Graphical Representation of the Logarithmic Function‏ 


تمثل الدالة د حيث د(س) = لو س حيث أ # ١‏ بيانيا كما في الأشكال الآنية: 


المجال: ع* 

المدی: ع 

التقاطع مع محور س: )۱ ۰( 
الاطر اد: تزايدية ع" 


۸٦‏ کتاب الریاضیات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 
و ف 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


المحال: ع" 
المدی: ع 
التقاطع مع محور س: (۱ ۰( 

الاطراد: تناقصية على مجالها ع* 


تفكيرناقد: هل يمكنك استنتاج العلاقة بين منحنى الدالة الأسية ومنحنى الدالة اللوغاریتمیة وضح ذلك. 
لق مثل 
© مثل الدوال الآتية بيانيا: 
للا د(س) دلو س ا د(س) لو س 
© الحل 
1 لاحظ آن: الأساس ۱>۲ ٢‏ لاحظ أن: الأساس: ٠‏ < + <۱ 


استخدام الآلة الحاسبه ؛ 
يمكن استخدام الآلة الحاسبة لایجاد اللوغارپتمات على النحو الآتى: 
)١‏ لإيجاد لو ٤‏ نتبع تسلسل المفاتیح الآثية: 2 2 @ © O‏ 02 
4 
٢‏ لإيجاد لو ۳۸ نتبع تسلسل المفاتیح الآنية: 1 )]٠8()(-‏ 
5 
استخدم الآلة الحاسبة لإبجاد قيمة كل من: 
لو ۱۳ با لو ٢٢‏ اب 7 دا لو ۱۲۸ 
۳ ۳ ۳ 


(1) عبر عن كل مما يأتي بصورة لوغار يتمية مكافئة: 


٣ے‏ © )کے کک ج) وصفرن ۱ د )= 


(۲) عبّر عن كل مما يأتي بصورة أسية مكافئة: 


لو ۲-۱۰۰ ا لو ۲۷۶ +2 5 لو ۱-صفر ۵ في اللاسه 
9 عبن مجال الدالة د في كل ممايأني 
6س = و اسا ٦‏ د(س) - الوس 3 د(س) - او م| (س-۳) 


ره بدون استخدام الحاسبة أوجد قيمة گل من: 


[ لو ١‏ لا إلى به > لو ۱ د لو ۳۷۲ 
۲ ¥ ۸ ۲ 
(0) آوجد في ع مجموعة حل کل من المعادلات الآنية: 
[ لو ۲۷-س +۲ ب لو (اس +۳)-۲ 5 لو (۲س +۱) = صفر 
دا لو (لو س) -۱ هالو [۱۲+لی (س-0]-۲ ادا لو (۲-۳۵)-س 
© مثل بای كل من الدوال الآتية: 
1 (س) دق من 7 د(س) = لو (س+١)‏ 
لا ١‏ | ۳ | ۱ 1 1 ۶ ۲ سب ضفر | | ۴٣‏ 
د(س) د(س) 


0 ارسم في شکل واحد منحنى كل من الدالتين رء د حيث وزان ات لوس دار( 2 کس وات اخ سین" 
إیجاد مجموعة حل المعادلة لو س = ٦-س.‏ 
۲ 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
(۸) إذ كان لو س - ؟ فٍن س = e‏ 


۹ م گیا ۴ داه 


(6 إذ كان لو 4-17 فان | د 7 


E 0۹‏ گا إ٢‏ -۲) .04( 
6 لو ۱۲۵- 252 
۳۷ ۳ اه د ۱۲۵ 
۸۸ کتاب الریاضیات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 


و س 


(19) مجال الدالة د حيث د(س) - لو ۲هو.. 


)س١‎ 


1 ]دم ١إنا]ت‏ ١ل‏ ¥ ]-م ۱[ ف ]10۰۱ ف [-1] 


68 اذ كان منحنى الدالة د حيث د(س) = لو س يمر بالنقطة (۸, ۳): فان د(٤)‏ = ا 
7ا ١‏ ب۲ ج 


9 الشکل المقابل يمثل الدالة 7 


ع اجم 


ا ےن 
* ص لو (۷س) ٴ۰ ص دلو (س) 


69 أوجد قيمة س فى كل مما پأتی وتحقق من الناتج باستخدام الآلة الحاسبة: 


[ لو ۸۱ با لو & لو ۲۵۲ ف9 لو اد 
۳ ۲ ¥ 
59 آوجد قيمة كل مما يأتى وتحقق من الناتج باستخدام الآلة الحاسبة: 
0 سد ب لو )ےہ 2 لو(س+)-؟ 
۸۱ 5 ۳ 8 س 
دألولو لوس=. ھاو(چ)۔١ ‏ فاو|۷س+ا|ء! 
۵ ۲ ۳ ۳ 0 


9 الربط۔بالتعلیم: إذا كانت العلاقة بين درجات تذکر أحد الطلاب بالمعلومات التي درسها في الصف الأول 
ام دنه الأشهر (ده) التي تبدأ من نهاية تدريس الصف هي: د(ده) -۶-۷۰ لو (ده +۱) 
فاوجد درجات هذا الطالب: 
أولا: في نهاية تدریس الصف الأول الثانوى (ده = )٠‏ 
ثانيًا: بعد مرور ۷ آشهر من تدرپس الصف الأول الثانوی. 

© تطبيقات: في دراسة لقیاس مدی احتفاظ الطلبة لما تم دراسته في أحد المواد يعاد امتحانهم من فترة إلى 
آخری في نفس المادة. فإذا كانت درجات أحد الطلبة تتبع العلاقة د(ںہ) = ۸0 - ۲۵لو(ده + )١‏ حيث ده عدد 
الأشهر بعد اکتمال الدراسةء د(ده) درجة الطالب (نسبة مئوية). آوجد. 
۳ درجة الطالب في آول امتحان لهذه المادة. 
۳ درجة الطالب بعد مرور ۳ آشهر من دراسته لهذه المادة. 
5 درجة الطالب بعد مرور عام کامل من دراسته لهذه المادة. 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۸۹ 


۹۰ 


بعض خواص اللوغاريتمات 


Some Properties of Logarithms 
٠ 4و استكشف‎ 
باستخدام الحاسبة أوجد قيمة كل من:‎ 


١۔ول (لو؛+لو)ء‎ )٢ ٣٣ (لوء+لو۸)ءلو‎ )١ 
ماذا تستنتج مما سبق؟‎ ٣ (لو ۲۷- لوة). لو‎ ۳ 


يام اا الل غا 
اصة الضرت فی ۳ 


لوس ص ء لوس + لوص حيث س ص 3ع 
لاثبات صحة هذه الخاصية: 
شيع ب «الو س. جه لو صن 
ومن تعريف اللوغاريتمات فإن: 
من>[” ۰ ص 51 
فتكون س ص -1” 71 أي أنس ص7۱ 
وبتحويل هذه الصورة إلى الصورة اللوغاریتمیة تكون: او ھن دچ چ 
وبالتعویض عن قيمتي ب. ج تكون لو س ص = لو س + لو ص 
ف منل 
(۹) أوجد قيمة لو ۱۰ في أبسط صورة إذا كان لوه = ۲۲۲۱۹ ثم تحقق من الناتج 
باستخدام ال الحاسبة. : 


@ الحل 
ای :۱ دق (ex)‏ 
لو ۲+ لو ه باستخدام خاصية الضرب في اللو غاریتمات 


٣,۲۲۱۹ 2-۲۱۳۲۹۰۱۰‏ باستخدام الخاصیة(١)ء‏ بالنعویض عن لو ۵ : ۲۴۲۱۹ 


کتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثائي الثائوى 


دار النصر للطباعة (هدلاین) 


التحقیق باستخدام الآلة الحاسبة: 


5 ج ® :۷ 1۲5 


[]] حاول أن تحل 


0 أوجد قيمة لو ۱۵ في أبسط صورة إذا كان لو ه = ١,١١‏ ثم تحقق من الناتج باستخدام الآلة الحاسبة. 


ار سے أو س - لو ص حیث س» ص 3 8 (حاول آن تثبت 


ف مثل 
(۲) آوجد قيمة المقدار: لو ۳۰- لو٣۔‏ 
© الحل 
لوه" - لو =٣‏ لوا - لو ۱-۱۰ 
[ حاول أن تحل 
)٢(‏ آثبت باستخدام خاصية القسمة في اللوغاریتمات آن: لو؟ - ١‏ - لوه 


(۳) أوجد فی أبسط صورة لو 1۳5۷ 
@ الحل ۱ 

لو 779۷ء لو( لوه - ۱ 
61 حاول أن تحل 
©) ضع في أبسط صورة 

و ہف 


و 


لاحظ آن: لو (س)-- لو س حیث س 3 ع* 


1 ن 7 
۳ پ کچ -(۱) ۰ آثبت أن اوس توص 


صحة العلافة) 


TIO 


(o ۳:۷ - TFN) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۱ ۹۱ 


@ البرمان الا يمتحن فيه الطالب) 


بوضع: غاز س 
ص دس بالتحويل إلى الصورة الأسية 
درو تب يأخذ لوغاريتم الطرفين للأساس | 
۱ لو س لو س 
تكون ع الوص أي آن: لو س وص 
61 حاول أن تحل 
(ك) استخدم الخاصية السابقة في إيجاد قيمة كل من: 00 لوم با لو ۲:۳ 


جر قم استخدم ذلك لإيجاد قيمة: لو ۷× لو ۲ 
فى أبسط صورة. ب لمن 


تفكيرناقد: إذا كانت اء ب د ع* - (1) فأثبت أن لو ب = 
1 


كتابة العبارات اللوغاريتمية بالصورة المختصرة: 


فم مثل 


(8) اختصر لأبسط صورة: 


[ ؟لوه؟ + لو( + ) + ۲لو۳ - لو.۳ ابا لو ×٣۹‏ لو ×٥‏ لو ۸× لو ٩‏ 
٥‏ ۸ . 1 
© الحل 
ا المقدار = لو ۲۲۵+ لو + لو٣'-لو٣٣‏ خاصية ه 
= لو (x rx Ê x Yo)‏ خاصية ۰۳ ٤‏ 
= لو 2۱۰۰ ۲ 
5 ویو لئے قشب البرک خاصية 1" 
لوه لو لوه لو۷ 
لو٤‏ ۲لو۷ 
جو و سی 
61 حاول أن تحل 


۲ ۲۷ ۱ 
رم ۱ ختصر: لو ۰۰۹ وه - + + لوشه۱- لوپ 


ہے کرو لو ۷۲۹ - لو٤‏ 
7 اقبت آن: رو شرت م 
(۷) إذا كان س" + ص" = ۸س ص» أثبت أن: ٢لو(س‏ + ص) = ١‏ + لوس + لوص 
۹۲ ۱ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثانی الثانوی 
سس 


Solving Logarithmic Equations حل المعادلات اللوغاريتمية‎ 


ف مثل 
(0) أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآثية: 
آ. لو (س -۱) + لو (س١١)‏ = لو ۸ لا ارس الى ۲2۲ 
۴ ۳ ۴ ۳ س 
© الحل 
.ا المعادلة معرفة لكل س 3 [س:س - ١‏ > صفر) )١‏ [س:س + ١‏ > صفر) 
أي س > ١‏ (مجال تعريف المتغير) 
و وت 01> لي 


تا لی زس با زین )لو خاصية 7 
ا س ۸2۱-۲ .. س۲ ٩2‏ ومنها س - ۳3 


وحیث إن س - -۳ لا تنتمي لمجال تعریف المتفیر .٠.‏ مجموعة الحل -(۳) 
۳ المعادلة معرفة لكل س > صفر »س ١‏ 
۱ 


لوس+ 0 5 خاصية ۷ 
3 (لووس)* :۱ - لو ب بالضرب الي اومن 
7 (لو س)' - ۲لو س ١+‏ - صفر 3 (لو س ')١‏ - صفر 
لوس ١-‏ ے اس >3 ميال ریف ار 
مجموغا العل- 1۷ 
[آيل] حاول أن تحل 


(۸) أوجد مجموعة حل كل من المعادلات الآنية في ع: 
١‏ لوس + لو (س 1-0 ا لو(ه-س)+ وج اج لوس -لو ١-10‏ 


حل المعاد لات الأسية باستخدام اللوغاریتمات Solving Exponential Equations Using Logarithms‏ 


2 مثال استخدام الآلة الحاسبة فى حل المعادلات اللوغاريتمية 
۶ 0۰ 7 7 1 72 5 
6 أوجد قيمة س فى کل مما يأتى مقربًا الناتج لأقرب رقمين عشريين. 


(1) سا ےن (ب) مس٣‏ بي وس 
© الحل 
[) ۲۳۷۲ - و يأخذ اللوغاريتم للطرفين 
ور لو - ارہ ا او ی 
5 س ١+‏ قم أي أن: س - أشي - ١‏ ا سس سے ۲٣ر‏ 
دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول 1 ۳ 1 


استخدام الآلة الحاسبة: 


381328055 
E‏ جنا جسم يأخذ لوغاريتم للطرفين 
5 لوه = لو( ٤×۳‏ ) 7 لوه - لوم + لو وس 
.. (س -۲) لوه - لو؟+ (س +۱) لو٤‏ .. س لوه - ۲لوه = لو٣‏ + س لو٤‏ + لو٤‏ 
-. س لوه -س لو٤‏ - لو۴ +الو4+ الوه 2 .. س (لوه-لوع) = لو۳+ لوغ + الوه 
لو ۲ + لوء + ۲لوه 
دو ہہ تو 


استخدم الآلة الحاسبة: 
ED 5 OD 002 ED DD 0 BD OD ED O DO ED O ED 006 7‏ 
3 لحا ۳۵4( -) 
یلا حاول أن تحل 
)٩(‏ أوجد قيمة س لأقرب رقم عشري واحد في كل مما يأتي: 
آ پا ان ۓ ٣,‏ پا پس٢٢_‏ )س٣۳‏ 
لا كناك تطبيقات على قوانين للوغاریتمات 
© الربط۔بالجبولوجیا إذا كانت درجة قوة الزلزال على مقياس ريختر تحسب بالعلاقة د = لو (ي)؛ حيث 
س هي شدة الزلزالء ٠‏ الشدة الابتدائية» وتعرف بالمقياس الصفری لشدة الزلزال (أقل شدة لحركة الأرض 
بحيث لا يسجلها المقياس). 
أ أوجد على مقياس ريختر درجة الزلزال الذي شدته تعادل ۱۰" مرة قدره الشدة الابتدائية. 
ب في عام ۱۹۸۹ حدث زلزال بقوة ۷,۱ على مقياس ريختر. احسب شدته. 


© الحل ۳ 
1 دلو( ۵ج شی ۰اش ہد لو( چا الوا لو ٩-۱.‏ 


أي أن الزلزال درجته ٦‏ على مقياس ريختر. 
ب ٠.‏ درجة الزلزال ۷,۱۶ 


۷۱ - لو(ت) پر کک یسک لفون شف 


أى أن شدة الزلزال تعادل ۱۲٥۹۰۰۰۰‏ مرة تقر يبا قدر الشدة الابتدائية. 


۹٤‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
<ں01ب‫._<ح_,(ب ( 5 سس سس 


8 حاول أن تحل 

62 إذا كان عدد سكان إحدى المدن ابتداء من عام ۲۰۱۰ يُعطى بالعلاقة ع = *٠١‏ (۲,١)۷'''ء‏ حيث ع عدد 
السکان » ده السئة 
1 احسب عدد سکان هذه المدينة عام ۲۰۱۵ 


پ في أي سنة يصبح عدد سکان هذه المدينة ۱,۶ ملیون نسمة. 


مین1-۲ 8 


رم بدون استخدام الحاسبة أوجد قيمة 


[) لو ۱۰۰۰ 2 لو ۳۲ چ) لو ٠١‏ دالو 4 
۲ .۲ 7 
اه لو ادن ا لو ۳ ذ لو ۱ ۴ لو ۲۷ص 
۸ ۸ ص 
© اختصر لأبسط صورة 7 
٥ 1 1 7‏ 
[ لو +٣‏ لوه ها او ی ۷۴ و 
اد لو ه<*الو ۲ ه لو ٣-٥٤‏ لو۳- لو۲ 3 ۱+ لو لو٢-‏ لوه۱ 
٥ ۲‏ 
ذالوا + لواب +لواج ع ےک سسجت 
<< این ایت اب لو ۱۲ لو ۱۲ لو ۱۳ 
پ ج باج اب ج ۳ ۰ 
ہے میا رٹ رک ۶ لو (س + ص) = لو س × لو ص 1" 
ر ٹر تی یلو س > ار خن یں د لو س'۔ هلواس یں 
۱ لو س لو س 
ھا تس ہے + 2 ا لے ےر تھا 
و( لوس لو ص 0 ( لو ص لو ض 0 ( 
۵ کال س عفر اق .ني = الو س ( ) 
(ك) إذا کان لو؟ = س٦‏ لو٣‏ = ص أوجد بدلالة س» ص کل من: لو" > لو ۱۲ 
۸ 
(0)) أوجد قيمة س فى كل مما یأتی مقربّا الناتج لرقمين عشريبن. 
سب و ب) پوس ے س ۳ لاسي -۷ 8 س لذت ...اس 
دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۱ 46 ۱ 


.سس سس : 


©) آوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآثية: 
ا دج کر رسن ۲-00۶ لو بن > لو (س +۸) - لو (س -۱) ۱2 


د (لوس)"- لو س٢٣‏ ه (لو س)"-لوس؟ و) م لوس ‏ ب لو۲ 
ذ لو سلو ۲ © لو س+لو ۲-۲ طا لو )٤-۲(‏ + س -ه- صفر 
س ۲ تی 5 
(۷) استخدم الحاسبة فى إيجاد قيمة كل من: 317 
ا لو ۲,۱۵ 0 ند > ۲لوه- ۳ لو ۷ 5 ١‏ 0 


42 استخدم الحاسبة فى إيجاد عدد أرقام العدد ٤‏ أ 


© الربط۔بالکیمبائ يعرف الرقم الهيدروجيني للمحلول (۶۲) على أنه سالب لوغاريتم تركيز الهيدروجين فى 
المحلول (*0) أى أن: (۴ا) وها - ع ۶۲ 
أ. احسب الرقم الھیدروجینی لمحلول تركيز الهيدروجين فيه 107 
۳ احسب ترکیز الهيدروجين فى محلول رقمه الهيدروجينى 9 
2 الربط۔بالسکان: إذا كان عدد سكان احد المدن يتزايد بمعدل سنوی قدره 2۷ 
ا أوجد العلاقة التى توضح عدد السكان بعد عام. 
5 بعد كم سنة يتضاعف عدد السكان إذا استمرت الزيادة بهذا المعدل. 


9 إذا کان س -ه +۲۷۲ أوجد فی أبسط صورة قيمة لو (1- + س) 


9 اکتشفدالخطا قامت كل من أميرة وإسراء بحل السؤال اختصر: لو س" + لو ص“ - لو س ص" 


المقدار = ۲ لوس +۶ لوص - ۲ لوس ص سر ری وہب 
- ۳ لو س ٤٤‏ لو ص ؟ (لو س + لو ص) ى٠‏ رت 
٣=‏ لوس ٤+‏ لوص ؟ لوس - ؟ لوص 
- ۲ (لو س + لو ص) 
ور ی 19 


أى الحلین هو الصواب؟ لماذا؟ 
9 تفکیر ابداعی: بدون استخدام الحاسبة آوجد قيمة: 
لو (ظا ١ٴ)‏ + لو (ظا ۲) + لو (ظا ۳) + نی الق (ظا ۸") 


لزید من التمارین قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعلیم. 
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ملخص الوحدة 


1( ان له 


1 ××× ×ا ( العامل امکرر ىہ من المرات) 
با ۱-1 حیث ادع-) ( ا حیث افو 
۲۷ 735۳777۳5779 لكل مء نہ د صدءاءب 3ع - )۰ فان: 
و ری ۹۳ 
له 1 ا e‏ 1 
بل ھا )ا 
۳ الجذور التونية المعادلة س“ = | حيث ادعب د صد" لها ره من الجذور 
أ ده عدد زوجی» ا3ع' يوجد جذران حقيقيان (باقى الجذور أعداد مركبة غير حقیقیة)ء أحدهما 
موجب والآخر سالب» ويسمى الجذر الموجب بالجذر الأساسىء ويرمز له بالرمز 7۷ 
ده عدد زوجى» 31ع ليس للمعادلة جذور حقيقية (جميع الجذور أعداد مركبة غير حقيقية) 


> ده فردی »ادع يوجد للمعادلة جذر حقيقى وحید (باقى الجذور أعداد مركبةغير حقيقية)» ويسمى هذا 
الجذر بالجذر الأساسى 
دا یدصت" | -صفر ‏ يوجد للمعادلة حل وحيد هو الصفر (لها ده من الجذور المكررة وکل منها 
يساوى صفر). 
)٤‏ خواص الجذور التونية: إذا كان ۲۷ ۶۰اب دع فان: 
TEY 1‏ بپ 7 لب بو 
TY (F‏ 1-۲0۲۷ د ے) إذا کان ده فردى = || إذا کان ىہ زوجی 
٥‏ آلاشس العسرية 


۳3 
1 لأى عدد حقيقي | > له د ص-"-(۱) یکون |" - 1۷" 
هذه العلاقة صحيحة أيضًا عندما | < ۰ء له عدد صحيح فردى أكبر من ١‏ 
E‏ 1 
ب على ذلك یکون ا =( ۷)١‏ حيث ا3 ع.م؛ لہ عددان صحیحان ليس بينهما عامل مشتركء 
نہ ١>‏ ۲۷ دع 


| الدالة الأسية: ا كانت د: ع -ےع * حیث د(س) ا“ لكل ادع*- (۱) فان د تسمى دالة أسية أساسها‎ )٦ 
77ت ا [)مجال الدالة دع ب) المدی ع*‎ 77 72-0۵۱۵۳۳۰۰ ۷ 


دار النصر للطباعة (هدلاين) 


> الدالة متزايدة على مجالها لكل | > ١‏ وتسمى بدالة النمو الأسى معامله |. 

د الدالة متناقصة على مجالها لكل ٠‏ < ا<۱ وتسمى بدالة التضاؤل الأسى معامله |. 
A ۸‏ إذا کان 1-1 حيث 21 [۱-۰۱۰۰) فان م = ںہ 

إذا كان اب“ حيث أءب 2 [۱۱۰۰ ]١١‏ فان 


0 


إما ره - صفر أو |- ب فى حالة نہ عدد فردی أو |- | ب|فى حالة نہ عدد زوجی 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۹۹۷ 


مسستم+.۔-حط>-مبف۔فص ےی 


۹) الدالة العكسية إذا كانت د دالة أحادية من مجموعة سہ إلى مجموعة صہ فإن الدالة د ' من صہ إلى سہ تسمی 
دالة عكسية للدالة د إذا كان لكل (س » ص) 3د فان (ص » س)3 د" 


. منحتی الدالة د" هو صورة منحنی د بالانعكاس فى المستقيم ص = س‎ )١ ١ 
)لكى يكون للدالة د دالة عكسية على فترة معينة يجب أن تكون د دالة أحادية على نفس الفترة أي يحقق منحنى د‎ ١١ 

اختبار الخط الأفقى (إذا قطع أى مستقيم أفقى المنحنى فى نقطة واحدة على الأكثر فإن المنحنى يمثل دالة أحادية). 

> يقال إن د(س)ء ر(س) دالة عكسية للأخرى إذا كان (د ٠‏ ر) (س)- سء (ره د) (س) -س 

> مجال الدالة د(س) هو مدى الدالة العكسية د '(س) 

> ومدى الدالة د(س) هو مجال الدالة العكسية د '(س) 
۲) الدالة اللوغاريتمية 

( [) إذا كانت ا دم* ند س- لو وى النالة لم که للدالة اسب عي - ۳۱ 

+ |" = ج فان ب = لو ج (التحویل من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية والعکس). 

1 
ج اللوغاریتم المعتاد: هو لوغاريتم اساسه ٠١‏ [لاحظ أن لوه - لو )٥‏ 
le‏ 

۳) خواص الدالة اللوغاريتمية أا مجال الدالة دم" کا المدی <ع 

جا الدالة ص- لو س متزايدة لكل | > ۱ ومتناقصة لكل <٠‏ ]۱2 

1 

۶4 ) خواص اللوغاريتمات: إذا کانت/<ع*-(۱) 

۱ راصي از مان گا و سا مار بن حيث س > صفر 

3 ای سس + ار عن - لو س سیل ض .> قیفر 


۳ في سيد ل ی ۳ حیث سء» ص > صفر 


قم بزيارة المواقع الآنية: 


6 
: 


۹۸ كتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوى 


() أوجد قيمة كل من: 


ج آب) ٣ ٤‏ جا 5 
(-۳۲) توت 7 لو بر وت 
ر 
© اختصر لأبسط صورة: 
ای ین ۱ ا ۱-۲ 
(۲) آوجد مجموعة حل المعادلة: 
۱۰-۲ مقربًا الناتج لأقرب رقم عشرى. 8 لو سن + لو ۲ ۲ 
ج) باس _ ومن ۶+ پر ووس سا د س طس ۴۶+۴ صقر 
©) اختر الإجابة الصحيحة: 
أ العدد ۲*۲ +۲۳۲ +۲ ۲ يقبل القسمة على .. 
٣(‏ (ب)ه (د)۹ 
a)‏ (ب) ۲۲ (ج) ۸۹ ()۹۱ 
ج مجموع جذور المعادلة سٴ ۱١‏ يساوى ۔ 
([)۲ (ب) -۲ (د) صفر 
۰دا لو (حتا6)+ لو (قا0)=. کچ 
ر1 (ب) صفر (ج) ۲ (ہ)۔ 


(ق) إذا كان لو(س + ص)  -‏ ( لوس + لو ص) + لو ۲ آثبت أن س ص. 

© الربط یالفیزبا یعطی الزمن الدوری للبندول بالعلاقة ن = 77۲ ,| حيث ن الزمن بالثوانى» ل طول البندول 
بالسمء ى عجلة السقوط الحر وتساوی ۹,۸ م//ث" 
| ' آوجد الزمن لبندول كبير طوله ۷۳سم. 
۳ یراد تصنیع بندول لا يستغرق أكثر من ۱۰ ثانية لاتمام دورته. کم يجب أن یکون طول البندول؟ 

© الربطبالجيولوجيان تقاس قوة الهزة الأرضية بمقیاس رخترء وتعطی قوة الهزة م بالعلاقة: م = لوس» حيث س 
سعة الموجة التى تسبب حركة الأرض. كم مرة تعادل سعة موجة هزة أرضية سجلت ٠١‏ درجات على مقياس 
رختر من سعة هزة أرضية أخرى سجلت ۷ درجات على نفس المقياس. 
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مخرجات تعلم الوحدة 


دروس الوحدة الأدوات والوسائل 


النهايات والاتصال 


اتصال الدالة 


اتصال الدالة 
على فترة 


إيجاد نهاية 
الدالة جبرياً 


اتصال الدالة 
عند نقطة 


نهاية الدالة عند 
اللانهاية 


نهاية الدوال 
المثلثیة 


بحث وجود 
نهاية لادالة 


الضرب في المرافق 


اج 


ا سوف تسم 


4 الكميات غير المعينة. 
4 نهاية دالة عند نقطة. 


كك المصطلحات الأساسية 


Unspecified Quantities 


۹ غير معرف Undefine‏ 
4 جموعة الأعداد ا حقیقیة الممتدة 


Extended Real Numbers 


Right Limit نہایة يمنى‎ 4 


Left Limit اپا شري‎ 


Value of a Function قيمة دالڈ‎ 4 


Limit of a Function 


4 نہایة دالة 


ا ڈ8 الأدوات المستخدمة 


۹ آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية للحاسوب. 


۱۰ 


مه بت یی 


Introduction to Limits of Functions 


يعتبر مفهوم نهاية دالة عند نقطة من المفاهيم الأساسية في علم التفاضل. وفي هذه 

الوحدة سوف نتعرف على مفهوم نهاية الدالة من الناحية 0۵ `° 

البيانية والجبرية. ولكن قبل ذلك دعنا نتعرف على أنواع 

الكميات فى مجموعة الأعداد الحقيقية. ٥‏ هی رمز يدل على كمية 
5 غير محدودة أكبر من أى عدد 


ee‏ 3 قر لد 
8 فكر و ناقش سے 
gr‏ وت 
ox 0(‏ @ ۶۳۸ 0 پا ا مجموعة الأعداد الحقيقية 
۵ ۷+ 9 7 © ۳+۵ پرمزلھابالرمزج 


+m)‏ رم ہہ حدح-(-ع) لاح ل[ 


الكميات غير المعينة: 


3 قم ...۰ 

فى بند (فكر وناقش) نجد أن بعض نواتج العمليات محدد تماما مثل رقم ۰۱ ۰۲ ۲ 
بینما بعض النواتج لايمكن تحديدها مثل باقی العمليات. 

لاحظ أن: ۷+ ۰ غير معرفة حيث أن القسمة على صفر لامعنى لها. 

والآن لا يمكن تحديد ناتج العملية +٠‏ 

حيث يوجد عدد لا نهائى من الأعداد إذا ضرب كل منها فى صفر كان الناتج صفرّاء 
لذلك فإن -- كمية غير معينة» ومن الكميات غير المعینة أيضًا: 

۰ (لماذا؟) 


س 


تجرى العمليات الحسابیة على مجموعة الأعداد الحقيقية والرمزين ۰00 - 90 كالآتى: 
لكل | 3ع فإن: 
۱ + |= 


[xer‏ تہ 


- ۵ + ذاکان اح<» 


Unspecified Quantities 


o0 
رک مر افد لان‎ 
o0 


٢۔‏ مہ +-- وه 


| 


- ۰ إذاكان 1 > 


إذا كان | > ٠‏ إذاكان | << ٠‏ 
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وم سس 


ف مثل 


60 أوجد ناتج العمليات الاتية فى مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة إذا كان ذلك ممكنًا: 


+0۵ بخ ۳_ ون یا د دا وی 
ه مو + وه اه زا ويام _ اقا مت 
@ الحل 
o00 ۱‏ پا ص > د غبر معرفة 
ھام و كمية غير معیلڈ رام حا مو 
61 حاول أن تحل 
() أوجد ناتج العمليات الآثية فى مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة إذا كان ذلك ممكدًا 
| +( پا ۷ی جا + xm‏ 
ھ۱ (۰ ۷) o x‏ 3 )- 0( +۱۲ ذا مه + مه E‏ مه + مه 
نهاية داله عند نقطة: 
ادرس قیم الدالة د حيث د (س) = ۲س + ١‏ عندما تقترب س من ۲ من خلال بيانات الجدول 
الانی: 
١‏ 9۲ ۱۹۹ ۸" 
۱ ۲ ,9 1,444 ,4 
۰۱۹ کت ۱۹۹۹۹ ۸ 
0 ¥ ل ل 
7 | ۹ ۰۹ہ یر ا 
نلاحظ من النشاط السابق أن: 


عندما تقترب س من اليمين ومن اليسار من العدد (۲) فان د(س) تقترب من العدد )٥(‏ 
أي أن د(؟) = د(۲) -ه ونعبر عن ذلك رياضيًا کالاتی: نبا (؟ س + )١‏ = ه والتمثیل البيانى للدالة يوضح ذلك: 
س + ۲ 


0 إذا كانت قيمة الدالة د تقترب من قيمة وحيدة ل ء عندما تقترب س من | من جهتی اليمين والیسار فان نهاية 
د(س) تساوى ل وتكتب رمزيًا: د(س) = ل 
سی 


وتقرآً: نهاية د(س) عندما تقترب س من | تساوى ل 
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۱۰۲ 


ہے ع جچوچوچ چا 


9 هنا تقدير النهاية (النهاية تساوى قيمة الدالة) 
0 قدر نبا (٢-٣س)‏ بيائيًا وعدديًا 
هس ” 
بيانيًا: تمثل الدالة الخطية: ص - ۲ - ٣س‏ بيانيًا كما بالشكل المقابل: 
ومن الرسم نلاحظ أن: 
عندما س ۲٢‏ فان د(س) > ٤‏ 
آی آن: نہسا (۳-۲س) --۶ 
سے٢‏ 
عدديًا: نکون جدولاً لقیم د(س) وذلك باختيار قيم س تكون قريبة من 
العدد ؟ من جهة اليمين وجهة اليسار كالآتى: 


"۹7٦ 7‏ که | اسر 
د(س) - 9 0 0ك 


> يبين الجدول أنه كلما س اقترب من العدد ۲ من اليمين أو الیسار فإن فيم د(س) تقترب من 


ليل حاول أن تحل 
(۲) قدر نهاية كل ممايأتى بیان وعدديًا. 


۹۱۹ 
۳,۹۹۷ - 


۵ مح زا كبن 0 دب رس 


2 لال تفي الفهاية (الذهاية سارى قيمة الذالة) 
© قدر نبا سك بيائيًا وعددیًا. 
۳ 


سس هالا 
©> الحل 
٠ 5 00 5 7‏ ۷ ۲ 
بیان يبين الشكل المقابل التمثيل البياني للدالة د حيث: د(س) = سك 
حیث س كو ۲. 


ونلاحظ من الشکل أنه عندما س -> ۲ فان قيمة د(س) > ۶ 
لذلك فان: نبا سء 


وط »۲۳ 
عدديًا: نکون جدولاً لقيم د(س) » وذلك باختيار قيم س القريبة من العدد ۲ 
س 7 :]۰ یی هه ۲ مس 


۳۲ "6۶ یہ 


۱۹۹۹ 
۳,۹۹۹ 


۳ 
۳,۹۷ - 


۳,۹ 


> يبين الجدول أنه كلما اقتربت س من العدد ۲ من الیمین أو الیسار فإن قيم د(س) تقترب من العدد 4. 


لاحظ من هذا المتال آن: 


۲ - الفجوة في الشکل البياني تعني حالة من حالات عدم التعيين - عندما س‎ )١ 
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/ 


)۲- وجود نهاية للدالة عندماس ع ۲ لاتعنی بالضرورة أن تكون الدالة معرفة عند س ۲ حيث إن س 3 ع‎ ٢ 
وهذه الملاحظة توضح مفهومًا مهما فى النهایات.‎ 


[ حاول أن تحل 
(۳) قدر نهاية كل ممايأتى بيانيًا وعدديًا 
6 ت] اس ١‏ 6 يا اس اس 
شد سن ١‏ ین ا سن 


ٹیا نشم ۰ 

استخدام التكنولوجيا في إيجاد نهاية دالة عند نقطة (الحاسبة البيانية) 

استخدم الحاسبة البیائیة في رسم منحنى الدالة دہ ثم قدر نهاية الدالة عند النقطة المبينة: 
)١‏ د(س) -س "عند س »> صفر 

۲ د(س) =( س 


س -۱ 


E 
۷ لغ اعندس سے‎ 


۳( «(س) - سیر عند رر 


یمکن استخدام الحاسبة البيانية أو حد البرامج الرسومية مثل (6©09©50) 
في الحاسب الالی أو فى التابلت لرسم منحنی الدالة کالاتی: 


من الرسم تا د(س) صفر 


۲( باستخدام الحاسبة البيانية نمثل منحنی الدالة د حيث 
«(س) = ( )۲ 
من الرسم فيا دسا 
(لاحظ الفجوة عند النقطة )١1١(‏ 


۳ باستخدام الحاسبة البيانية نمثل منحنی الدالة د حيث: ۹ 
۲ 
با 
ے جاس ۲ 
و ا ی 
ف کور هذا 
من الرسم نجد آن نبا نے س 2 ص 
ال 


نستنتج من النشاط السابق آن: 
إن وجود نهاية الدالة عندما س > لا يعنى بالضرورة أن تکون الدالة معرفة عند س -1 
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تفكيرناقد: إذا كانت الدالة د معرفة عند س =| فهل هذا يعنى وجود النهاية عند أ فسر إجابتك. 
تدرہبعلی۔النشاط باستخدام الحاسبة البيانية أو بأحد البرامج الرسومیة للحاسوب أو التابلت قدر كلا مما يأتى: 
6 نبا (م-س) (ب) نبا ۸+۲۷9 © ا جااس 
5-0 


س ۷-۸ س +۲ ډه ال 


ڑا مین۱-۳ 8 


0) قدر نهاية كل من الدوال الآتية عندس ۱۳ 


© قدر نهاية کل من الدوال الآتية عند النقطة المبينة: 


۱۰۹ کتاب الریاضیات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوى 
...سس 


©) من الرسم البيانى المقابل أوجد 
أ نبادو(س) 


س ۲۰ 
پا درم( 


(0) من الرسم البيانى المقابل أوجد: 
أ. نباد(س) 
س +۲۰ 
ب درد ۲) 


چا نبا د(س) 
بت تفا 
دا د() 
2 من الشکل البيانى المقابل أوجد: 
[ نہسا (٢-س؟)‏ 
اد سس 
با د(ه) 


(۷) من الشكل البيانى المقابل أوجد: 
ا س٢۔٤‏ 
سے۔٢‏ سج٢٢‏ 
ب درد۲) 


(۸) من الشکل البيانى المقابل أوجد: 


آ د() با نباد(س) 
امن هده 
اه د نبادرس) 
سے٢‏ 
دار النصر للطباعة (هدلاین) 
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ا سم سر 


(4) أكمل الجدول الآني واستنتج و خی اس سیت دق امهس 


9۶۹ بع ۲ ب 8 ٦ڈ‏ 5 
۶ 
تج نبا (٣س‏ +۱) 
س ۱-۰ 
- ۹۹۹ بے ¥ ۹ | .۱:۱ | ج ۱ 
۶ 
ات 0 
-۰,۹۹۹ | ہے ۳ سه | کل کا ڪا 
ف 
3 س- ۲ 
س ۲۰ س"- ۶ 
و ۱,۹۹ ۱,۹۹ سس ۲ و e‏ 83۳۹ ۳ 
3 


9 باستخدام الحاسبة اليانية أو أحد البرامج الرسومية قدر نهاية كل ممايأتى ثم حقق (جابتك باستخدام القیم 


الإرشادية. 
لا شا اہشرع) لا ضا ومن" -؛) 
سلا س١‏ 
جم 7 سن +۱ 9 : س٣۳‏ +۸ 
ر اسا ریا س۷ 
E‏ 
۵ نبا (س+جاس) وا نبا الب 
سے سے سس 
١ ۲ ۱‏ 
ا هه 
1 8 ان 
۱۰۸ کتاب الرپاضیات البحتة - علمی - الصف الفاني الثانوی 


ل سس 


Finding the Limit of a Function Algebraically 


تعلمت كيفية تعيبن نهاية دالة عند س =| بیان أو عدديًا عن طريق دراسة قيم الدالة 
بالقرب من س = | وفيما يلي بعض النظريات والنتائج التي تساعد في إيجاد نهاية دالة 
دون اللجوء إلى الرسم البياني أو دراسة قیم الدالة. 
شاد ٠‏ 
استخدم أحد برامج الحاسوب الرسومية فى رسم الشکل البيانى لکل من الدالتين: 
کے 5 

د (س) ےی سی 
ماذا تلاحظ؟ 
آوجد: نبا د,(س)ء نبا د,(س) 

س٢٢‏ س۲۰ 


» د,(س) داس ١+‏ 


ماذا تستنتج ۲ 
£ .. 
ا تعلم 
نهاية الدالة كثيرة الجدود . Limit of a Polynomial Function‏ 


0 > إذا كانت د(س) كثيرة حدود اد ع 


فإن: ہے د(س) = د(ا) 


سے 
2 0ا ایض اماس 
(۱) آوجد نهاية كل من الدوال الآنية 
أ نبا (س۲-۲س +0) د(س) ۔|, + ارس + 
یھ ارس ..... + أن سے 


© عازن 5 


7709 


تسمی الدالة د كثيرة حدود إذا 
کانت على الصورة 


سے 3 
© الحل ا 3 2 
ا 
0 -٦+٥۔٣‏ (بالتعويض المباشر) 
ب نبا نام لاحظ أن د(س) -- ثابتة لكل قیم س 3 ع 
دار النصر للطباعة (هدلاين) كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


حدة الثالثة ” 


سوف تتعلم 23 
4 نهایة الدالة كثيرة الحدود. 
۹ بعض نظريات النهايات. 
۹ استخدام القسمة المطولة فى إیجاد 
قيمة نہایة دالة. 
4 استخدام النظرية 
ے س 3 مقس 
جج = نا۱-۵ 


المصطلحات الأساسية ۴ء 
4 نہایڈ دالة  Limit of a Function‏ 
4 دالة كثيرة الحدود 
Polynomial Function‏ 
۹ تعويض مباشر 
Direct Substitution‏ 
4 تحليل 
Factorization‏ 
4 قسمة تركيبية Synthetic Division‏ 


Conjugate المرافق‎ 4 


الأدوات المستخدمة کا 
4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية للحاسوب. 


۱۰۹ 


1 حاول أن تحل 
۶ 0 5 
(۱ آوجد كلا من النهایات الآتية: 


[ نپا (۲س -ه) ۰ نبا (۲س۲+س -) جا نبارا) 
سے ۲ س ۲-۰ س ۲-۰ 
اذ إذا كان نبا د(س) دل ۰ نبا ی(س)-م 
۱ س | س | 
فإن: 
(١‏ بر تس حيث ك 3 ع ۲( تبحا وک یں م 
ا می سے 
0 8 5 د( ( 2 ل 9 1 
۳( تج (س). ق»(س) = ل.م (٤‏ ہے فیا کر بشرط م # 


۵ نبا (د(س))ذ - لن حيث لد 3 ۶ 
س >| 


9 هل استخدام النظرية 
© آوجد كلا من النهايات الآتية: 


لإا شما لوت اب نيبا اس ۳-۲) 
ا ینب - 9 سس 
۱ 
سک نب (۲س +۷) 
0 س +لا د ل متف ے ہے ۱۷۱۳ E‏ 
سیه لب یبود ۳۳69۳ ۳ ۲ 
ہہ 
ب ناس ۳-۲ = ٹہسا(یس ۲-۰۲ ۷ ۳-۲)۲(۶ ۷۲ ۲-۱٩‏ ۱۳۲۷۲ 
و۳ س ۲-۰ 
للزلا حاول أن تحل 
© احسب النهایات الآثية: 
8 فنا سا -؟ ا ٹپ کس ۱+۲ 
س ٢س‏ ۱۰ سے۔٢‏ 


إيجاد نهاية الدالة عند حالات عدم التعيين 
لايمكن إيجاد نبا د(س) حيث د(س) = سام باستخدام التعويض المباشر 
- 


حيث نصل إلى إحدى حالات عدم التعين سس »ويبين الشكل المقابل 
التمثيل البيانى للدالة د حيث نجد أن نبا د(س) -۳ 

7 سے١‏ 
وبعد تبسيط الدالة د واختصار العوامل المتشابهة غير الصفرية نصل للدالة 


و«(س) = س + ۷ حیث وہ (س) = د(س) لجميع قیم س دع -(۰)۱ سے سن 


۱۱۰ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


0 > إذا كانت د(س) <فہ(س) لكل س د ع -(1] 


وكانت نباف (س)-ل فان نباد(س)-ل 
سے| سے| 


فق دار 


استخدام التحلیا 


0 استخدم التحليل لایجاد النهايات الآنية: 


۱*6 بپ 
س ۱۰ س-۱ 
© الحل 
۱ تأححظ آن سے 1-۳ 


بالتحلیل والقسمة على العوامل المتشابهة غير الصفرية فإنه يمكن كتابة 


سس 


د(س) على الصورة. 
_ (تصسسل) (س" + س + ۱) 
ای (سز) 


س - ۲س۲ +۱ 
نل جوا س٢+س۔٢‏ 


غير معينة عند س ١١‏ 


داس امن + ا د ئ(ض) 


من ذلك نجد إن د(س) = ق»(س) لكل س عو ١‏ 


وحيث أن نبا فہ(س)۔ ٣‏ 


سل و 


۱ 


فإنه طبقًا للنظریة ۳ نستننح أن د ۳٣‏ 
لإنه طبقا للنظري يمرا حا ماني 


سپ 


س ۱۰ 


ع 


زین۷۶ 


طريقة القسمة المطولة 
٦‏ نجد أن دالة البسط د(س) = ٠‏ وذلك بالتعويض عن س = ۰۱ كذلك دالة المقام 
و«(س) = ۰ بالتعويض آیضّا عن س ١-‏ وهذا يعني أن العامل (س - )١‏ مشترك في 
کل من البسط والمقام» ونظرًا لصعوبة تحليل دالة البسط إلى عوامل أحدها (س -۱) 


نستخدم القسمة المطولة لنوجد العامل الآآخر للمقدارس”-/٠اس” ١+‏ کالاتی: 


+۱ س - ١‏ 
س۲-س ۱ 


س نا 
۴ ۲ 
= ہیں 
- س'+س 
ہس بين +۱ 
- س +۱ 
صفر 
دار النصر للطباعة (هدلاین) 


و.(س) 


کتاپ الطالب - الفصل الدراسی لول 
۲ :کک Lg‏ 


فى عملیة القسمة المطولة 

(١)نرتب‏ حدود كل من 
المقسوم والمقسوم عليه 
ترئيبًا تصاعديًا أو تنازليًا 
بنفس الطريقة. 

(۷) نقسم الحد الأول من 
المقسوم على الحد الأول 
من المقسوم عليه ونکتب 
ناتج القسمة. 

۳( نضرب ناتج القسمة فى 
المقسوم عليه ويطرح 
الناتج من المقسوم 
للحصول على الباقی. 

(4) نستمر بنفس الطريقة حتی 
الانتهاء من عملية القسمة. 


۱۱۱ 


يمكن استخدام طريقة مبسطة لإجراء عملية القسمة 


تسمى طريقة القسمة التركيبية 
نستخدم فى هذه الطريقة معاملات كثيرات الحدود كما يلى: 


خطوقمان نکتب معاملات المقسوم مرتبه تنازليًا وتسا 
ق دكب مامات المتسوع یت وروی رر ے 


المقسوم عليه بالصفر للحصول على قيمة س كما بالشكل: 

خطوة]: اترك أول معامل ثم آضرب المعامل الأول في قیمة س واكتب تج 
أسفل المعامل الثانى ثم اجمع. : 
خطوقية كرر عمليتى الضرب والجمع. 


نجد أن معاملات خارج القسمة هى: ۱-۰۱-۰۱ على الترتيب لذلكء فان خارج 
القسمة هو س' - س - ١‏ 

أى آن: س٢-‏ ۲س۲ +۱ = (س -۱) (س" - س )١-‏ 

لزق یئ قفا 00د" لاسو ے وب سا سےا 


سره اسه س۶۶ سےا س 0 
1 حاول أن تحل 
(۴) أوجد: 
(] + س۲ +۸ پا ۲س -۸ 
e‏ چس e‏ س -س-۱۲ 
تا و س۲ -س۲- وس ٦+‏ سے س - ١١س ٣-‏ 
7 سے د س عع س لاسن سم 
مثا 
ق مثال استخدام المرافق Conjugate‏ 
©) أوجد النهايات الآنية: 
6 7 ا ر باد س۲ - وسر 
سے٤‏ س- ۶ سے٥‏ س + -۲ 
لہ الحل 
| لاحظ أن: د (س) = ا غير معينة عند س ٤=‏ 
لذلك نبحث عن طرق نتخلص بها من العامل (س -٤)ء‏ من كل من البسط و المقام. 
5 ۷س ٣-‏ ٠ں‏ ۷س -۳ 112 1 س - ۱-۲ 
نرب چ اتاد سے (سدة س + 
(س-ع) 
سمء (س ا س +۱) 
۱ ۱ 
= رد کے اہ 
نس جک ۲ 


۹۹۲ کتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


/ 


© وی س۲-س س'-دس_ى ماس 2٤‏ +۳ 
ا د 0 ۳ اس + +۲ 


ے بو م ی 0۳ س ت ألا حر مرها ی 1۳۰9 


ين سبال س ٩-۶۰‏ ہیس ا س - ۵ 
= نہسا س(مس+٣‏ +۲) -۲+۳(۵) -۳۰ 
سے٥‏ 
اتل حاول أن تحل 
0 یود النهایات 21 2 
1 ہس ۳ 8 س +۱ 
سے٥‏ س ۱-۰ س +۵ ۲ 

8 إذا كانت الدالة د على الصورة د (س) - ل ا ٠‏ فان فان نبا حا دن ا۰۵ 

تو ج7 


شم ١‏ 
استعن بمعلمك للبحث فى الشبكة العدكبوتية (الإنترنت) عن طرق برهان النظرية .)٤(‏ 


9 مثال إيجاد نهاية دالة عند نقطة باستخدام نظرية )٤(‏ 


(۵) أوجد نبا ف کل 
س ۲۰ س 
9 الحل چا 
نبا گج ۱۸-۲۵ 
س ف 
گا تي سی سرع 
2 سخا تا و لے سے نم 
-١‏ نبا رات ےت 25 
نر یں ا 
فق مار 
08 
1 5 جوا - ٦٦٦‏ © د س*- ۳۲ 
سے ٭ س ۲۰ س۲- ۶ 
ج لس بصعت اسه - ۳۲ 
سود سے٦‏ س۲- 1۶ 
دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی لول ۹۳ 


ا سسوم سس a‏ 


۳۳ 


© الحل 
0 ق( ای کے وی کے وود 
3 س 
ب نبا سا ٢ے‏ :ہر ہے 
سے٢‏ س" ۲۲ ۲ 
2 و لسكا تشتف ےج (س - ۶)*- ٩۲3‏ 
ہ٭ اد سيم اس اا 
ده ٤(-)‏ = ۸۰ 
6ف اسا ره نو 10 
مأس؟- 52 0 کے مم 
س ۱۱۰ س ۱۰۰ س )١٦(-‏ 
٥‏ 
3 فش 8 لے ه 
سح ةالص اي 
۲ 
اتل حاول أن تحل 
(© أوجد 
1 س٤- ٦٦٦‏ ہاج #س۱۲۸-۷ ی 
وب با س +۵ ہی س - ۱۲ 


وکن ق ین سای ق: و 


سے ۲ کے 


۲٤ ۲۵+ س‎ ۴ 


اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة: 


E 
نبا شت تساوی‎ )6( 
س ۱-۰ سش1‎ 
اپام اجام‎ ۴. 
کتاب الریاضیات البحتة - علمی - الصف الثانی القادوي‎ ۱ 


لت ف 


(5) لیس للدالة نهاية 


69 نبا 
نس + 
11 


00 نبا 
س ۱۰۰ 
أ. صفر 
ے نی بر 
8 نبا غاص تساوى 


سے پچ 
ا 


جات تساوی 
س 


ag EN 
حر مارم‎ 


ب ل 
3 


0 


۲٢٢ س*‎ ١ 
نبا لخبت تساوى‎ 29 

سے۳ إػ[س۹]'۔۲۷ 

۹ پ) د 

9 

68 نبا س 

سے۲ س 

١ .ا‎ 


80 شنا ٤ے‏ 


سے٢‏ (س-۲)۲ 
یج 


تساوى: 


5 بپ 
۲ 3 


صفر 


<| ع 


3۰ 


حل لها وجود فإن | تساوى: 


أوجد قيمة كل من النهایات الآتية (إن وجدت) 


9 نب (س۲-۲س )٢٢‏ 
س+۲ 


5 جتا ٢‏ 
1 ماق 


س ےج “س 


0 


© نبا سا- ۱۰۷ 


سے٢‏ س۳- ٢س‏ 
Yd‏ 
۳ ۲ 
69 نبا« 
سے ۰ امن 
۸ 7 س٣‏ + ۲س ۲ ۱۲س +۶ 
N‏ 
سے س۲- ٤س‏ 
0 
سے ٢‏ س 
ہے 
ی نب اکھد ۱۲و 
٠ ©‏ ا 
ي 
دار النصر للطباعة (هدلاين) 


68۷ نبا س + "اس ۲ ۵ 


سے س٢-٣س-٤‏ 


© ہے علد 


س هط س*- ۱۶ 


4 9 س۶-۲س۲-س +۶ 


سے٤‏ آس۷-۲س -۶ 
۲-۸ 
9 ب سا 
سے ٢‏ س 


گت اتطالب-. اقعل الدرانی: ال 


5) لیس للدالة نهاية 
© ليس للدالة نهاية 


@ لیس اللدالةانهاية 


3 ٥۵ 


+ لیس للدالة نهاية 


0 نبا (س-۔جاس) 


۲ 


سے١‏ س کی 

س۲-٩‏ 
2 را سن اس اس 18 
6 دب سن 

س ۱۰ من ۱ 

1 اس ٣-‏ 
سم برچ 


11۵ 


( ہب ساي امت ۵ ب اس 


مب یں ےا سے۷ 

ابید ات 
© ہے تجاه اب ہن راب کے 
لماح لاب کت يب موہ 
© با ری کی 0ب لٹ 9 ب ین 


ری یدید سرد روس در ہا ےہ سر تو رت 
مربعات متساوية من أركانها الأربعة. طول ضلع کل منها س سم 

أولا: ارسم شکلا توضبيحيًا لعلبة. یت آن سم ال بلق باه سیک ولا 

ثالعًا: : أوجد حجم العلبة عندما س ٤=‏ وذلك بدراسة قيم الدالة عندما س -> ۶ مستخدما الجدول التالی: 


٥ 2 ۹ جه‎ 5 ۰ 30 ٤ ۳ 10 

سسجت || سس | مه سه مود کے مم مده ماه || مك عمسم | جسموسسے 
رابعًا: استخدم أحد البرامج الرسومية لرسم العلاقة والتحقق من أن القيمة العظمی للحجم توجد عند س - ؛ 
نفك ۱ 
9 كان ہے سا ٠‏ فاوجدة سب د(س) 

سے٢‏ سن-٣‏ سے ٢‏ 
69 إذا كان فیس تاس ده فاوجد: 
1 کل د(س) با نبا اا 
رن ۳ 


2 نس هسه بده نا ابا امس اہی ات ااا ء فإن ربحها يعطى بالعلاقة 
د(س) ۰,۲ س۲ + ۶۰ س +1۵۰ أوجد مقدار ربح الشركة عندما يقترب إنفاقها على الدعاية من ۱۰۰ جنیه. 


۱۹۹ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
( --- ۰۰۰۰.۳ سس 


Limit of the Function involving Infinity 


نحتاج فى كثير من التطبیقات العملية والحياتية إلى معرفة سلوك الدالة د(س) عندما 
سس 90 واللشاط التالی بوضح ذلك. 


© نشاط .۰ 


استخدم أحد برامج الحاسوب فى رسم الدالة د 
حیث: د(س) سے س > ٠‏ 

ماذا تلاحظ من منحنى الشكل إذا ازدادت قيم س س 
الموجبة حتى تقترب من ما لانهاية؟ 

من الشكل المرسوم نلاحظ أن: 

< كلما زادت قيم س واقتربت من ما لانهاية اقتربت قيم د(س) من عدد محدد. 
أكمل الجدول التالى لإيجاد العدد الذى تقترب منه د(س) 


س ۰ 27 ET E‏ .سیت ۰" 
د(س) | ۱و ا ر 
9 تعلم ا 

Limit of a Function at Infinity نهاية دالة عند اللانهاية‎ 


من النشاط السابق نجد أنه كلما اقتربت س من ما لانهاية اقتربت قيم د(س) من 
الصفر. 


تا و" تب ا (حیث ن دع*» | ثابت) 
س همه اک سے سد 


قواعد أساسية: 
> نبا جد جء حيث ج ثابت 
س هه 


> إذا کان ن عددًا موجبًا فان تا س ات ٭٭ 
لاحظ أن: نظرية (۲) المتعلقة بنهاية مجموع أو فرق أو ضرب أو قسمة دالتين عند 
س | السابق دراستها في الدرس السابق صحيحة عندما نضع س > ہہ بدلا من 


7ك 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


سوق تتفلم 3 
» نهاية الدالة عند اللانہایڈ, 
4 إيجاد نباية الدالة عند اللانهاية 
پاستخدام ا حل ا جہری. 
4 إيجاد نهاية الدالة عند اللاغباية 
باستخدام الحل البياني. 


المصطلحات الأساسية ۴ء 
4 خباية دالة عند اللانهاية. 


Limit of a Function at Infinity 


الأدوات المستخدمة 2ھ _ 
4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


۷ 


هس © و ا ا 
7 7 س ےه 
> ثم تحقق 5 من ذلك بیان باستخدام أحد البرامج الرسومية. 


© الحل 
17 تیا( :۲ عدقيا لد قيا * 
و سے هه س م 
ےد د ۲ 
۲ نبا( +م۴) = 
س همه 


ا یاه سب = نبا؛- نباب 


7 س همه س عه تن" 
٣>‏ تا ہی۔۳ ے٤‏ 
27 
٤)" TT‏ 
س ے١۵٥‏ 
1 حاول أن تحل 
0 أوجد: 
0 با( :۲ [ب) د كك 
یہ سے ہمہ 


فق دار 


© آوجد: نبا (۶س -س۳+ه) 
سه ۵ 
© الحل 
لبا درد ہت 
س هه 
د شيا ون الد تا تی 
س مہ سے 9۵ 
ے مہ × ا = -00 
۱۱۸ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


د | 


اتل حاول أن تحل 
(0) أوجد كلا من النهايات الآتية: 
أ نبا (س۷+۲س۲۶۲) + نبا (۲-۶س -س) 
سے مہ سے ہمہ 
تی من 
© أوجد كلا من النهايات الآنية: 
: رت ۱ ۲سن ۲-۲ 8 یراوخ 
ل نبا 5 نبا 7 نبا 


س همه لاس7 ١+‏ 


© اس 


نستنتج من هذا المثال أن: عند إيجاد نبا “انها حيث كل من د(س)» ر(س) دوال كثيرات الحدود فإن: 
سن هه ررس 

> النهاية تعطی عددًا حقيقيًا لا يساوى الصفر إذا كانت درجة البسط = درجة المقام. 

> النهاية تساوی صفرًا إذا كانت درجة البسط< درجة المقام. 

> النهاية تعطى + © إذا كانت درجة البسط > درجة المقام. 


> يستخدم هذا الاستنتاج فقط للتحقق من حاول المسائل باستخدام النظرية والنتيجة ولاتعتبر طريقة حل. 


61 حاول أن تحل 
() أوجد: 
0 :5 هس - ۲س + ١‏ هب ٤س‏ - دس جا و -لاس” ١+‏ 
٢س‏ س ۸س؟+۲س۲-۲ مم ۲س۲+س -۲ 
بين ےم س سه 
دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۱۹ 


ا سسوم e‏ 


ہے 


9 مثال 
© أوجد النهايات الآنية: 
8 لب س شاك © شنا (س۔- ہی 
سے 6۵ | س|؟ ١١‏ سے هه 
© الحل 
6 3 س۲-۲ 


س + 6۵ | س|۲ +۱ 


در ہج زو 


.. س > ۰ أى أن |س| -س 


س۲- ۲ 
٦‏ 7ڈ س۱+۲ 
باق بقسمة کل من البسط والمقام على س* 
پا امي کے ل اا 
نبا (۱+ ۳ 3 
میور 


سے ہمہ 
و (س - س" + ) ٠‏ (س +۷ س۲ + ٤‏ ) 

س + (س +۷ س +ع ) 
72 س"- س٣٤‏ 

س + س+ ٣س٤‏ +ع اھ 

5 نك اف لت أ۱ 

= ہہس دا د٥‏ جس - E‏ 

بعد تو اس 8 (س) جس - م١‏ ۲+ ۶ 


اپ میں ہے ھا 


. س > ۰ أى أن: +٠س؟-‏ اس|-س بقسمة کل من البسط والمقام على س <١س؟‏ 
0 


4 ےق نا 


7 نبا = 
سمه س+ ٣س٢ ٤+‏ تپا( داگ ۱+۶۱ 
ب سن 


61 حاول أن تحل 
©) أوجد النهايات الآنية: 
8 ب سے © شيا ( ۷ر ءوس ۴۷ س) 
س + س +0 سه 3 ى ف 
۱۳۰ كتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 


...۰۰۰ سس 


أكمل ما يأتى: 


ا کک ہک سمسے © نب (-۲)- سک 
سے ہمہ سپ" سے مہ 
© تيا (۷) جسسسسے © نبا (س۔۴)۔ 020000 
سےہ س + ۵ 
0 لاس +۱ 04 سن کا 
وو محا 1 مہ ا ی سس 
: 2 1 الاش 
0 سے 6 سس 0 نوج ۳" 00080 
ڑا جا لس اھ سس سس مه 6 تیسا ( اس تی -س)اےت سے وت 
سے ۵ سے 6۵ 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة: 
5 1 5 
8 ها سابك 
ا اصفر ھ FE‏ 03 م 
7 
60 وت احلا 
1 صفر بخ E ١‏ ارڈ 
5 + 
28 7 
آ صفر ۱8 6 0 
ےج 
او سی 
1 صفر ا 0 + م 
9 نب اس 
۳ 6 6 ۲ 
آوحد: 
5 سن 
9 هاس 0 ع (س ۲+مس )۲‏ 68 و 
: س ٤س٢‏ 5 ٥‏ - ٦اس‏ - ٣س٢‏ 
24 ها 
دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۱ ۱۳۹ 


۳ ۲س -۱ 
® تک س۶+۲س ۱ © نے 7 ع 59 ےہ 7 2 ۱ 
0 یے رح ہک 9 نبا ا2 8 ہا ۲۷۸ 
سےہ سے 6۵ سے مہ +س 
57 7ئ جج کی 


60 نبا (۶۷س۲-۲ س +۲۱ س) 60 نبا (ب(ەس ٦+٤‏ س +۷ - س ۲+س+۳) 


س +0 س ےه 


O el © ناس وماس‎ © 


سے 9۵ سے ہہ س ےه 


8 قبا +( 6۴۷ إذا كان نبا (۷ اس ۳+۲ ب س + ه -۲س)-۲ فما قيمة كل من أ» 5 


شن ب ا نا 


یا ھی ۲س - ۴س + 
6 د ]ا و ھا 9 د کب ہے 


0 0 
لوعو أ ا 1 سو سه اق س + س 


تنتج إحدى الشركات بطاقات معايدة بتكلفة ابتدائية قدرها ۵۰۰۰ جنيه وتكلفة الكارت نصف جنیه» فکانت 
التكلفة الإجمالية ج = س +0۰۰۰ حيث س عدد البطاقات المنتجة. 


أوجد: 


() تكلفة إنتاج الكارت عند إنتاج: 


)٢(‏ آوجد تكلفة إنتاج الكارت عندما تنتج الشركة عددًا لا نها من الكروت. 


۱۳۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
و کی ۰۰۰.۳ سس 


Limits of Trigonometric Functions 


© نشاط .۲۰۰ 

روز کاخ ےت ای نے کا والمطلوب دراسة قیم الدالة د عندماس -> ٠‏ حيث 
بو 

س قياس الزاوية بالتقدیر الداثري 

کین ولا لدراسة: سلوك. الدالة دس ے عامل عتلماً قرب سن من ار 

مستخدمًا التقدير الدائرى 


E ۹ ۱ 7 


٦ 
3 


۵۹۵ | ۹۹۸۳یہ | A‏ | + لس چے 


الحدول السابق | ضے قاس 
من الجدول السابق استنتج اپ ےا ج 


وا عم أ 


0 إذا کانت س قياس الزاوية یانضدیر الدائرى فإن: 


سا ظا 
ا سے نبا ما۔١‏ 
سے س نس ف 
ص یں 
۳ ۳ 
۲ ۲ 
س 7 7 
3 
_ چاس ما 
ا ا 
إذا كانت س قياس الزاوية بالتقدیر الستيني فهل يمكن إيجاد نبا جاس 
0/2 س 
فسر |جابتك 1 
فا جااس و ۔ ظا اس_ _ 
جت نبا 0 ےا نبا | 
س هه س هه 
دار النصر للطباعة (هدلاين) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول 


سا ۱ ۹۹۸ ۵ 


سوق تلم 3 


4 نہایات بعض الدوال المثلثية. 


المصطلحات الأساسیة 1ء 
4 دالة مثلثية 
Trigonometric Function‏ 
4 نہایة دالة مثلثية 


Limit of a Trigonometric Function 


الاأدوات المستخدمة ۱ 


4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية 


CEO 


يوجد لهذه النظرية أكثر من 
برهان يمكن الاطلاع عليه من 
الرابط: 
http!//math.stackexchange.‏ 
com/question/75130‏ 


۱۳ 


ا وحم سر 


1 حاول أن تحل 
() أوجد: 
| 3 جا ٢س‏ ا رد ظا ٤س‏ ١2م‏ > سا 


س هه لاسن سے ٥س‏ س ۱۰ ۱ بسن 

۱ ۱- حتأ ص 

أ نبا لل - صفر + 
سے ٭ س : 


س + س + 
© الحل 
1 نبا الجا ہۓ ١-جاسي‏ اس 
اس س رة س سی 
= نبا ۱ جتاس بر R=‏ 2 
ان س ظا 


© نبا ١-جتاس‏ ,۱+ جتاس 35 
7 س ۱ جتاس تذكر ان 


اجان ے زا 


سه ش۱(۳جتاش). . ہے ن"((+جتابن) 


5 جا" 8 ۱ ۱ ۱ 
= نا × نبا ان ۳ 


اموه نا 37 ۱ جتا ١+١‏ 
1 حاول أن تحل 
() آوجد النهايات الآنية: 
]| ٭ 5 58 5 ١‏ -جتا 
0 نپا ٦س٢‏ قتا اس ظتاس ب نبا سا 
شو هة تین ےا 
١‏ هاي النباضیات اليدمة . لمي الصف القافي القانوی 


وي | 


ف مثل 


(۳) آوجد النهايات الآنبة 


8 قم تمس 


اتل حاول أن تحل 
© أوجد النهايات الآنية 
3 با جا ٣س‏ 
سے ٭ ٥‏ س٤س‏ 
4 7 
سے ٭ چ 
دار النصر للطباعة (هدلاين) 


1 والمقام على س 
١ 3‏ ۲۱ جتاس 

مر گنگ × جتنا س 

س 

نب (١+جتاس)‏ 
_ سے 
سر سیت 

ک سس × چتاس 


٢ے‎ 


با نبا جا 
او 5 


0 


5 نس تسف 


س٣۱‏ ط٢س‏ +س؟ 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول 


دس محر 


۱۳۵ 


نبا جا تساوی 
توح 


آ) صفر © 3 
۳ ظائس ہ۔ 
69 نبا شخت تساوی 
پر چیا 
آ ی نچ ا ۶ 
رل صفر لا - یا 
69 نبا جا۲ بت اشازیٰ 
می 
١0‏ 0 32 
طا٢٢س‏ 7 
پا یم سای 
1 بع 1١‏ آج) ٢‏ 
۹ 2 ۳ 
جا 
8 د 5 | 
ا 3 وی 
=2 ب (ج) ١‏ 
5 زر ۲ 
جا 
جا س 
9 نبا کے حیث س بالتقدير الستينى 
9 ۸ 
0۵ (آپ) 2 جم نقد 
١1‏ چا سک اج 


۱۳۹ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


أوجد: 


5 جاس 
© محا هس 


سے + سن 
49۵ نبا چاس ١(‏ -جتاس) 
می س 
۳۳ کی اا سد سا 
س٢‏ 
60 ها س- س جتاس_ 


جا ۳٣س‏ 


9 نبا سج سنا 


۳ 
اب س' +س 


-١ 5 5‏ جتا س 
9 نب (۱+ جتاس)× ج 
س هده 0 


8 ہج جلوس اجان _ 


م نه ٢س"‏ 


_ "س5 +س جا ہ٥س_‏ 
8 ها سا ظا نو 


٣ جا‎ ٥+٥ س٢ ظا‎ 5 


هب ا 


حتا٢‏ اس 


69 نبا ظا٣س؟+جااەسر‏ 
سے + سی 
0 حا 


ع 


€9 نبا س (قتا اس - ظتا ۴ س) 
سے ٭ 


دار النصر للطباعة (هدلاین) 


/ 


9 شب جاص 
سے + ظاس 


E دب‎ 8 


: ظا ۳س٣‏ +حا۲ 
39 ا کی 
ع 


سے ٭ 


0 #نها و ان ع 


٢۲س‏ +ظا ٦١س‏ 


7 نبا ١۔جتاس+جاس‏ 

-١ 32‏ جتا س - جا س 
بن ی 
۱ ظا ٢‏ 

60 1 وك سا 
ےت اين 


+ چا؟ ٣س‏ 


ا اس الس 


۱- جتا ٣‏ 
© ها 0 ہج جح 
69 نبا 


لس 
سے. جتا (؟-س) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۱۳۷ 


ا مت تست 


سوف تتعلم 
4 النهاية الیمنی للدالة عند نقطة. 
4 النهاية الیسری للدالة عند نقطة. 
4 بحث وجود نہایة للدالة عند 


لك المصطلحات الاساسية 
4 نہایة يمنى Right Limit‏ 
4 نہایة يسرى Left Limit‏ 


ھت الأدوات المستخدمة 
۹ آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


۱۸ 


Existence of Limit of a Function at a Point 


0 . ہا 
82 فکر ناقش 


شكل (۱) 
يمثل منحنى الدالة د حيث 

سن -۱ لكل س > ۲ 
- م لكل سض ٢‏ 


> أوجد ذس د(س) (النهاية الیمنی) 
نفد 
> أوجد - د(س) (النهاية الیسری) 
ا من 
هل نبا د(س) = نبا د(س) 
س 3۲۰ س +7۲ 


شکل (۲): 
يكل الدالة ر حیث 

۲ لكل س > ۰ 
دس | ازس < : 


> أوجد نبا ر(س) 
سے٠‏ 


شكل (۲) 
> أوجد نبار(س) هل نبا ر(س)= تب نی 
E‏ ۳7 


Limit of a Function  ةلادلا تفلم ) نهاية‎ 68 


النهاية اليمنى والنهاية اليسرى 


يقال إن نهاية الدالة د تساوى ل عندما س تؤول إلى | إذا وفقط إذا كان نهايتها من 
اليمين ونهايتها من اليسار عندما س تؤول إلى | متساويتين وكل منهما تساوی ل حيث 


لدع 
وتكتب رمزيا: 


نبا د(س) ل إذا و فقط إذا کان:د ([) = د (ا۔) = ل 


س | 


حيث: د() = نبا د(س) « الثهاية الیمنی للدالة» 


س | 


د )= نبا د(س) « الٹھایة الیسری للدالة» 


7 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


أ لاحظ فى شكل (۱) أن: 


بلعم م ولا عا شكل (۱) 3 
.. د(() عو د(1) 1 
.. لايوجد نهاية للدالة د عند س .٠.١ ٠‏ نبا د(س) غير موجودة | 
ا چ 
با لاحظ فى شكل (۲) آن: 
د(-۱) دم 5 د(-۱) دم 
۰ د(-۱) د د(-۱) <۲ 
×, سا ذھر] ۔٣‏ 
سن" 
لآيلا حاول أن تحل 
رم ادرس الشکل البياني لکل دالة من الدوال الآنية ثم آوجذ: 
د(س) 


[ د(۱) [ د() [ درم 

با یرام با درم کا د( 

€ نباد س > نشبا د(س) > نباد(س) 
۳/۳ تق ا ات کا 


س إس | ١١‏ عندماس < ٠‏ 
6 ابحث وجود نهاية الدالة دحيث د(س) > | |س| عندماس > 
اسا م < 
© الحل 
بإعادة تعريف الدالة 
س(- س) -۱ عندما س < ۰ -س۱-۲ لکل س < ۰ 
د(س) = = 
تقبط ی یس ۳ لكل س>٠‏ 
س 
٠‏ د( )= نبا د(س)= نہا (-س5-١)--١‏ 
e‏ ا 
د( )= نيبا ١-١‏ )=5( ددا .٠.‏ نبا د(س)-١‏ 
چ ون ید 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۱۳۹ 


1 حاول أن تحل 

0 إذا كان د(س)-1 |س -؟| سج ۲ 
¥ س 2 ۳ 

فأبحث وجود نبا د(س) 


٣ےس‎ 


فق مار 


+ 
(0) ابحث وجود نهاية للدلة د حيث: د(س) = کک لكل س < ٠‏ 
س + ظا ۲ س عندماس ے ٠‏ 
۳٣س‏ ٣س-‏ جا٢س‏ لکل س ٠>‏ 
@ الحل 
د ہے س٣س‏ ے ور س(س +۲) 
مد لق ا سس 
= نبا (س +٢)۔٢‏ 
E‏ بات س م ظالاس ظا 
د( د 4 ہے سخ ق .ی شه 1 س 
ا 
ن چا تن سجن ایی + ٣س‏ چااس ۳ ین 
بح رسد و كن س 
== 
در درم .“. نبا د (س) غير موجودة 
بين بيده 
[ حاول أن تحل 
(۳) ابحث وجود نهاية للدالة د عندماس >7 حيث د(س) - جار لكل س < 7 
س- 
جتاس لکل س > 77 


ف مار 
© ابحث وجود نهاية للدلة د عندما س ١>‏ حیث: د(س) -ما س ۱ 
© الحل 
.د (س) معرفة لجميع قيم س ٠ > ١‏ مجال الدالة د (س) = [ [۱ ©[ 


وش ے٠‏ 
۱ 


“01 - د(س) . د()۔ یہ زان 
د )١(‏ غير معرفة لأن الدالة غير معرفة على يسار ۱ 
.د (س) ليس لها نهاية عندماس ١١‏ 

اتل حاول أن تحل 

(ك) ابحث وجود نهاية للدالة د عندماس + ۳ حيث د (س) -م٠‏ ۳-س ‏ 


۱۳۰ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 
.سس 


ر ابه 
® تمارين 0-۳ 9 
أكمل ما يأتى: 


() من الشکل البيانى المقابل: ۱ خی 
و تن 


تین + 


62 من الشکل البیانی المقابل: 
0 فا و(س) - 
ری 


€ سا اس سس 
ہین ے ۳+ 


© من الشکل البیانی المقابل: 
| نبا د(س)- 1 
س مت 


اس هه 


> نيا د(س) دمب 


س ۲ 


6 نبا وإس)- کچ وت 


س ے٤‏ 


€ نيا بو(سں) کس 


٤ےس‎ 


e ٥٣‏ لکل س کے 


E 
۰ > الدالة د معرفة على ع حيث د(س) -1 ؟ لكل س‎ )0( 
١ < اق لكل س‎ 


6 اجا یک € تبا د(س)- 00 
۷ : 
2 إذا كانت ۳9 لکل سک ٠‏ 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۴ك 


ا وحم سح 


7 


ابحث وجود نهاية كل من الدوال الآتية : 


e 9‏ لكل س <۲ 
00 نا لكل س > ۲ 
© نبا و لكل س < ۲ 
۴ س لکل س > ۳ 
0 ل لكل س < ٠‏ 
دی «س +۱ لکل س 4 : 
aT 9‏ لكل س < -۱ 
م ۳ لكل سس ا 
۰۷۹ وھ" لكل س ١<‏ 
ايند انم لکلس >۱ 
۲جا 
ے ل رح لکلس < 7 
١+جتاس‏ لكل س >7 


9 أوجد قيمة كل من م» ك إذا کان نبا د(س)-لاء د(س)-[س5+]م ‏ لکلس <۲ 
یڈ وس + ك لكل س > ۲ 


9 أوجد قيمة ك التى تجعل للدالة د(س) نهاية عندماس --> - حیث, د(س) = [س+ك لكل س< ١‏ 
س +۶ لكل س > ١‏ 


®( ابحث وجود نهاية للدالة د عندما س ٠>‏ حيث» اه لكل س ٠>‏ 
١‏ یں + چا من 

جتاس لكل س < ۰ 

9 ابحث وجود نهاية للدالة د حيث لما" | قال لكل - 2 < س < ٠‏ 
۴جتاس لكل.<س< گج 

آ) عسماس ہے عق )سوه )س سے 
9 ابحث وجود نهاية للدالة د (س) = ل عندماس سے ۷ 
بيده 
۰۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


وس سس 


Continuity 
E و‎ 
ید فک لاقتال 4 اتصال دالة عند نقطة.‎ 
تأمل الأشكال الاتية ثم بين ماذا تلاحظ؟ ۹ اتصال دالة على فترة.‎ 


یں 


المصطلحات الأساسية ۴ء 


» اتصال دالة عند نقطة 
1 ت کا ا 
د (س) اس | د,(س) س Continuity of a Function at a Point‏ 


شکل (۱) شکل (۲) 4 اتصال دالة على فترة 


Continuity of a Function on Interval 


مت 

1 

1 

1 

1 

۷ 

۱ 
u د‎ ۱7 ۱ 

دس | لکل س با اس + ۲| الأدوات المستخدمة 5 

A +‏ 4 آلة حاسبة علمية 
شكل (۳) شكل )٤(‏ 4 برامج رسومية للحاسوب 


فى شكل (۱) » (۲) نلاحظ أن منحنى کل من الدالتین متصل وغير متقطع عند أى نقطة. 
فى شکل (۳) منحنى الدالة غير متصل عند س = مم سس 

فى شكل (4) منحنى الدالة غير متصل عند س = aS‏ 

مما سبق نستنتج أن الدالة (د) تكون متصلة عند س - | إذا كان منحنی الدالة لا يعانى 
انقطاعًا عند هذه النقطة» وتكون الدالة غير متصلة عند س | إذا انقطع منحناها عند 
هذه النقطة. 


دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۷۰۳ 


Continuity of a fanction at a Point اتصال دالة عند نقطة‎ 
د(س)‎ 


شکل (۱) 
تأمل الأشكال السابقة ثم أوجد نبا د(س)ء د(۱) إن وجدت. 
س ۱ 


فى الشكل (۱): ہے د(س) <۱ ۰ ہے د(س) -" أى أن نيا د(س) غير موجودة بینما د(۱) = ۱ 
چیا ا و 
فى الشكل (۲): بها د(س) د دق بها د(س) --۱ آی أن سا د(س) <-۰۱ د(۱) غير معرفة. 
سے اپ یچ 
فى الشکل (۳): نبا د(س) -۰۲ نبا د(س)-۲ أى أن نبا د(س) - ۲ ہینما د(١) ١-‏ 
سے١‏ سے٦‏ س ۱ 
أى آن؛ تيا دزد 
می 
لذلك تکون الدالة د فى کل شکل من الأشكال السابقة غير متصلة عند س ١١‏ 


تكون الدالة د متصلة عندما س ۔! ؛ إذا تحققت الشروط الآنية معًا: 
> د(ا) معرفة 5 د(س) موجودة ١‏ > نبا د(س)>د(ا) 
ن 


س | 


9 مثال بحث اتصال دالة عند نقطة 
3 لكل س ١2‏ 
اببحث اتصال الدالةد حیث ۰ 
09 ل الدالقد حيث د(س) ۶ از ۷۳ 
@ الحل 
ا بحث الاتصال عند س = ٠‏ 
د(٭)> نبا د(س)- نبا س = صفر» 
یم 


هو 

أى أن نبا د(س) -د(:) 
و 

لذلك فإن الدالة متصلة عند س = ۰ 
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آز؛لإلاا‫ ‏ لت ف 


۳ بحث اتصال الدالة عند س ١-‏ 
نلاحظ أن قاعدة الدالة يمين النقطة س - ١‏ تختلف عن قاعدتها يسار تلك 
النقطة لذلك نبحث وجود نهاية يمنى ونهاية يسرى للدالة عند س ١-‏ 
)ہا (س ١(۲ 0١+‏ )= ئہا سا 


س ۱ سے٠‏ 
أ أن: د( *) # (د(۱) وهذ! الشرط یکفی لعدم اتصال الدالة د عند س <۱ 
والشكل البيانى يوضح عدم اتصال الدالة عند س ١١‏ 
3 حاول أن تحل 


سم رز ندما > 
9 ابحث اتصال ادال د حيث دلس) - | ف د گن ور 
۱ س۲+۲ عندما ‏ س >۱ 
فق مثال زور رد ۳ 
التحقق من اتصال دالة عند نقطة 


© ابحث إتصال کل من الدوال الاتية عند النقط المبينة آمام كل منها: 


أ د(س) = س عند س ٢<‏ س- ۲ ۳ د(س) -ه- اس ۳| عندس ۲ 
© الحل 
ا أولا: بح اتصال الدالة عند س ٢‏ 
۰ مجال الدالة د ع- (۲) ۰ د(س):ظیر معرفة عند س ۲ 


“. د(س) غير متصلة عند س - ۷ 


¥+ 7 
= د٦ء‏ و سے 12 
.٠.‏ شبا د(س) -د(۳) .. د(س) متصلة عند س =۲ 
سے٣‏ 
۸- ندما س > ۳ 
9 بإعادة تعريف الدالة د(س)- | ”د ان 
س + ۲ علدماس < ۲ 


د( = د - نبا (م-س)-ده » د(۲) - نبا (س +۲) -ه 
س +3۳ سے٣‏ 
× تب د(سں)ہ ‏ اي آند() = قرو د(س) 
سر سس 


س ۲۰ 


لذلك فان الدالة متصلة عند س ٠=‏ 


3 حاول أن تحل 
ر0 ابحث اتصال کل من الدوال لآتية عند النقطة المبينة آمام كل منها: 
1 د(س) سپ عند س =۱ »س ۲ ب د(س) - ۳- اس ۲| عند س ٢‏ 
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إعادة تعريف الدالة بحيث تكون متصل24 
ی4 ۹2ھ 2 د(س) لها وجود فأنه يمكن إعادة تعريف الدالة د حتى 


لق مثل 
© أعد تعريف کل من الدوال الآتية تیة إن كان ذلك ممكنًا بحیث تصبح متصلة عند س ١>‏ 
عنم اع لے (© د(س)- ۱ س”+؟ سء س >۱ 


س ۱ وس ١-‏ »س <۱2 


© الحل 
أ لکی تکون الدالة د متصلة عند س ١١‏ إن فیس ا ھی 
ا پوت 


7 لش لد سنك فك عدتبا ن 


سے٣‏ انت س ۱۰ 
أي أن نبا د(س)-٤‏ 
سے١‏ س + ٢س‏ ۳ 


لذلك يمكن إعادة تعريف د لتصبح متصلة وتكون د(س) - ۱ ص12 
٤‏ 


عندما س عو ١‏ 
عندما س =۱ 
ب لکی تکون الدالة متصلة عند س =۱ لابد أن تکون د(۱) = نبا د(س) 
سے١‏ 
.د )- نبا (س۲+۳س) ۳۶۱*۰۲۱ ۱(3)- نبا (هس -۶<2۱-۵<)۱ 
سے۱ سے۱ 
.د( د() لذلك فإنه لا يوجد نهاية للدالة عندماس ٠١‏ 
ولا يمكن إعادة تعريف الدالة بحيث تصبح متصلة عند س = ١‏ 


[] حاول أن تحل 
باصن قاس وا ENE‏ عو کاٹ عو اه NEN‏ تھا ۲ء ةس ٦٦٦٦‏ 
(۳) أعد تعر یف الدالة الاتية حتی تصبح متصلة عند س ۳ إذا كان ممکنا حيث د(س) ےسا دس 3 
(ك) بين أن د(س) ے سا اس2 غير متصلة عند س ٣٣‏ 
۳ 
2 ۷ اروف ظا عندما س ۳ 
ثم أوجد قيمة ه التى تجعل د(س) - دن متصلة عند س = ۲ 
ه +۱ عندما س 2 ۳ 
د(س) 
اتصال دالة على فترة continuity of a Function on an Interval‏ 


يمثل الشكل المقابل منحنى الدالة د حيث د(س) ٤=‏ -س٢‏ 
فى الفترة [-۳» ۳] ولكى تکون د متصلة على الفترة [-٠؛ ]٣‏ 
فلابد أن تكون متصلة عند جميع نقاط تلك الفترة. 
آی آن: ييا د(س)=د(ا) لکل31]۔-٣(‏ 
اي 
نب د(س) = د(-۰)۳ وچ د(س) = د(۳) 
س +-۲ سے 
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ومما سبق يمكن التوصل إلى التعريف الآئی: 


0 إذا كانت د معرفة على الفترة [اء ب]. 

تکون الدالة متصلة على الفترة [اء ب] إذا كانت: 

١۔‏ د(س) متصلة على الفترة ]ب[ 

۲- نبا د(س)-د() . نباد(س)-د(ب) 

س سب 

بالاعتماد على التعريف السابق ونهايات الدول يمكن بيان بعض الدوال المتصلة 
خالل كنييق ا لحدوح متصلة على ع أو على مجال تعريفها. 
«اعالدالة.الكسرية: متصلة على ع عدا مجموعة أصفار المقام. 


عسدالقالظلن د(س)- ظاس متصلة على ع - (س: س = + ںہ 7] )ن 3 ص 


ف مثل 


©) ابحث اتصال الدالة الآتية على الفترة [ ٠ء‏ [ 


۱ جاس -جتاس لكل ٠‏ < س <7 
حيث د(س) - 
جتا ٢س‏ لكل س > 77 
© الحل 
0 د(س) = جتا ٢س‏ د(س) - جا س - جتاس 
7 


د(س) معرفة على الفترة [0. ©[ 
لكى نبحث اتصال الدالة» نبحث اتصالها على فترات مجالها الجزئيةء وكذلك اتصالها عند النقاط التى يتغير 
عندها تعر يف الدالة وأيضًا من اليمين عند الصفر. 
)١‏ د(س) -جاس - جتاس متصلة على الفترة ]77:۰ 
كذلك د(س) = جتا اس متصلة على الفترة ]7 ٭ 


؟) د(.) -جا.-جتا ۱-2۰ . نبا (جاس -جتاس) ١--‏ 
282 


أى أن: د(۰) = نبا د(س) فالدالة متصلة من جهة اليمين عند س = ٠‏ 
ورس 
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ا توح e‏ 


۳ نبحث اتصال الدالة عندما س = 7 
د(7) = حا - حتا7 = ١‏ 
د(2-) - نبا (جاس -جتاس) ۰۱ د(1*)- نبا جتا اس <۱ 
سے 71 س +311 


د( -) -د(7+)ء د(ع) 1١‏ أى آن: د(7:)-دھ7+)-درہ) 


. متصلة عند س = 77 من (۰)۱ (۲)ء (۳) الدالة متصلة على [۰۰ 56[ 
[] حاول أن تحل 
(۵) ابحث اتصال الدالة د حيث 
۱ ( ۱+جاس <٠‏ س < 2 
۵ = 
۲+ (س )۲ س > 7 


فق مار 


(0) ابحث اتصال کل من الدوال الآنية على مجالها: 


۱ ۲ اپ س٤٤٢٤‏ 
0 ےوآ ایس قاع 7 ت 
د(س) = س - ٣س‏ + د(س) حر 
۱ جا س+ جتا ظا 
ج) د(س) _ جا س چا س ۵ د(س) = کت 
س۱-۲ اس 
© الحل 


) د(س) = س۲ - ۳س +۲ دالة كثيرة حدود من الدرجة الثانية فهی متصلة على ع 
س۲- ۶ 
س +ع 


أى أن الدالة متصلة على ع -[-4) 


اب د(س) = دالة كسرية مجالها = ع - [-4] ء مجموعة آصفار المقام- [-4) 


چھ وج ع ۔ جاس تيتا سیر 
س۱-۲ 


:.:.جاسء جتا س متصلة على ع» دالة المقام (س' -۱) متصلة على ع٠‏ أصفار المقام - 3١ء‏ 1 
.. الدالة د متصلة على ع ١-[-‏ ۱) 

ظا 
ہہت 
دالة البسط: ظا س متصلة على ع - (س: س - له +ن 7 ن 3 صم] 
دالة المقام: س۲ +۱ > ٠‏ لجميع قیم س فلا توجد أصفار للمقام. 


أي أن د متصلة على ع - (س: س - 3 + ن 77 ن دصہ) 
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| ۰۰... 


8 حاول أن تحل 
© ابحث اتصال كل من الدوال الآثية: 


إذا کانٹ در دم متصلتين على 
أ د(س) =۷ ا دير کے ع فإن: 
س 


٦٦ ەس‎ - 


ادم دہ متصلة على 2 
#) د(س) - سد د د(س) = (س + ۱)چتاس ف × دي متصلة على ع 
ع ۴ تكون متصلة على ع 
©" نشاط ...| عن مجموعة اصفار الما 

© الربطباللكيمياء 
إذا كان معدل التفاعل فى تجربة كيميائية يعطى بالدالة مس حيث م (س) = لدب ء س تركيز المحلول. 


ابحث فى الشبكة الدولية للمعلومات عن تجارب كيميائية يمكن تمثيلها بتلك الدالة ثم 


أ مثل الدالة بیان بأحد البرامج الرسومية. ب ابحث اتصال هذه الدالة. 


9 مثال 
© نان الدالة وت د (می)سا سکس ٠+‏ شعن غ 
8 الحل 

حيث أن س" + س + ١‏ موجب لجميع قيم س 3 ع 


(الممیز دب -؛ أح - 4-1١‏ -۳٣<صفر)‏ 


3 ۲ ۹ڈ ۳ 
اوس +س +۱-ل(س + ۲) + ۽ مجموع مربعين 
8 س" + س +۱ موجب لجمیع قيم س 3 م 
رظ (من اس( بين خی ۷ ) معرفة لجميع قيم س 3 ع 
لكل | د المجال ع نجد أن د(ا)ء ۷ FT‏ 
نبا د(س)= نبا (۷ س + س +۱ )= ۷ [۲+[+۱ 
۳ س 1 
> ال ایس سو نت 
کیا ہے 
۰ (س) متصلة على ع 
[لثلا حاول أن تحل 
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ات۳۳8 


۱۳۹ 


gma ® 


ادرس اتصال كل من الدوال الآتبة عند النقط المعطاة: 


5 ۱۲2 س۱-۲ ۰ ھے ٢‏ 
© دس | بت ہےے 0ھ ٣‏ ہو 


٣س‏ س >۱ س - ۱ ۰ س > ۲ 


س ٤+٤‏ س < ۲ 


س۱١۔٣س‏ +۲ س2٣‏ س حدق 
(؟) د(س) = عندس <۳ 642 د(س)< ا )> اس < 
۳٣ 8 3‏ ند :سن =۱ 
س من ۷ »: س س 
۲س +۰۲ س > -۱ 


اس 


© د(س)-] س ؛ ٣۷۳‏ عیدس۔٢‏ © دس | ۱ عند س = ٠‏ 
€ 
فد > س٢‏ ۲ 
ابحث اتصال كل من الدوال الآتية على ع: 
0 د(س) دس۴ - اس" ١١‏ ہنا دس جف رم د(س) ا 
ہے سب دِ ے_ اس ۱۳ 
© د(س)- اعت © د(س) - سب 9 د(س) - ا 


9 د(س) جاس - ۲ جتا (س )١+‏ 8) د(س) -س۲+جتا اس ١‏ 09 د(س) = س٣‏ جا اس 


69 د(س) -ظا اس -۱ 69 د(س) - جا اس + جاس 689 د(س) - اسر 
ف و ہیں ارت 
ابحث اتصال كل الدوال الآتية على الفترة المعطاة: 


و E‏ 
8 3 نه 

9 د(س) = 3 على الفترة ] - .2 ء گج( 

۲جتا۲ س 2 ۰< س< E‏ 

| لا 

ص ۱ 6 امن ٢‏ 
۱ زد 
9 نس)- ( سے ١<س<)‏ على الفترة ] - ۶» 1[ 


س٢‏ 2 ۶ دس ٦<‏ 
آوجد قيم | في کل مما يأتي إذا كان: 
9 د(س) سرپ متصلة على ع 
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(س + ۶)۳ - ۸۱ سس اد 


© ں۔] س متصلة على ع 


۱ عندماس = ۰ 


آوجد قيمتي الثابتین ب ء ج في کل مما يأتي: 


7 س ١+‏ 2 ۱< س < ۳ سڈ 
09| ری یوک متصلة على ع 


س + اب م تین ح٣‏ 
69 د(س) = باس +حہ ۰> - ؟ ع س ١2‏ متصلة على ع 
٣س‏ - ٢ب‏ > س>! 


آعد تعریف کل من الدوال الآتية حتى تصبح متصلة عند النقط المبينة إذا کان ممکنا: 


سص۱+۲۷ء س5٢‏ 
© دس | 9 عند س ٢٢‏ 


(س -۲) + (س -۲) ۳ 
© دض | س-۲ ۱ ضس عند س =۳ 
جتا(٣-س)‏ و سج ۴ 


8 لئ ےتا 
2 د(س) = تج عند س -؟ 


س 2 ج 


ا 
9 آوجد قيمة ج التي تجعل الدالة د متصلة عند ج حیث: دس | اس 
س س > چ 


لزید من التمارين قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 
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ا سسوم a‏ 


ملخص الوحدة 
)١‏ مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة ۶ هی ع لا[ ©, ) 


| أام +اده (فب) مه +1 هه 


کا کور 
سے ٥ء‏ إذاكان |< ۰ ا -٥ء‏ إذاكان | > ٠‏ 
0 إذاكان اک ۵ إذا كان | << ٠‏ 


)٢‏ ذا كانت قيمة د تقترب من قيمة وحيدة ل» عندماس -> امن جهة اليمين وجهة اليسار 
فان و د(س) = ل وتقراً نهاية د(س) عندما تقترب س من | هی ل. 
اليه 


۳ وجود نهاية الدالة عندماس = ا لا تعنى بالضرورة أن تكون الدالة معرفة عند س - أء والعکس إذا كانت الدالة 
معرفة عند س أ فهذا لا يعنى بالضرورة وجود النهاية. 
(٤‏ فی ی ا ا ی صمي لمعي لاا ميديم 


©) ذا كانت د(س) = ق(س) لکل س دع - [1) وکان نبا ق(س)- ل فان ا 
ہو می E‏ 
)٦‏ إذاكان نبا د(س)-ل ء نبا سیم فإن: 
ور سی 


س۱۳ 


1" نبا كد(س)= كل حيث 24ع ابا نبا [د(س) ± (س)]= لم 
سی ا سے 
ا د : دل. اکا و د(س) ے ل قط 5 
و (س) وء(س) ل٠م‏ 5 بے بشرہ 2۴ 


ها نبا(د(س)ن لذ حيثشلةدع 
سے 
زقانبا ۷د(س) _ ۷ لل عت 7 5 دع 


س | 
۷ بعض نظریات ونتائج النهايات: 
و قشنت سن إن -ن أن ١١‏ سے (س+)“۔| 3 نان 
سوپ ا 9 
© سی ت ےت ن“ 
ےا سات م 
۸ نهاية دالة عند اللا نهاية: 
زلا ضا اج ل نبا سے (حیث ن دعا ثابت) 
سےہ سد سےہ س۵ 
.+ نبا ج-چ. حيث ج ابت إذا كان ن عددًا صحیحًا موجبًا فان وس سن = هه 
سط +66 
5 مل ربياه قبا 2ل حیث کل من د(س)ء ر(س) دوال كثيرات الحدود فإن: 


1 النهاية تعطی عددًا حقيقيًا لايساوى الصفر إذا كانت درجة البسط = درجة المقام. 
+ النهاية تساوى صفرًا إذا كانت درجة البسط< درجة المقام. 


۲ کتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


/ 
5 النهاية تعطی ± ہہ إذا كانت درجة البسط > درجة المقام. 


۰ ثباجاس -جاااحیت‌ادع . نہسا جتاس -جتااحيثأ3ع 
سے| 


س | 
2 محا ذا مہ سی ٠‏ 2 +ن7 لکل ن د ص 
ا 
8 إذا کات س زار امقام اور الداع لایر سا جس ,. با دس 
3 سے ٭ یس سے٭ ا 
ا تااس + نے ا کے 
نل بد ۳۹ س 


)١١‏ يقال إن نهاية د(س) عندما س تؤول إلى اتساوی ل إذا وفقط إذا كانت نهايتيها من اليمين ومن الیسار عندما 
س تؤول إلى | متساويتين وكل منهما تساوى ل. 
وتكتب رمزبًا: نبا د(س) ل إذا وفقط إذا کان: د (ٴ) = د (1) = ل حيث: 
س | 
[ د(ا)- نبا د(س) > د(ا)- نبا د(س) 
یه[ سم 
۲ تکون الدالة د متصلة عندما س - أ إذا تحققت الشروط الاتية معًا: 


[ نبا د(س) موجودة + د(أ) موجودة 0 د د(س) = د () 
ی 


١‏ ) إذا sa‏ وسو او [» ب]. تکون الدالة د متصلة على الفترة [ ب] إذا کانت: 
أ. د(س) متصلة على الفترة ]أء ب[ 
ب نہاد(س)۔د(ا) > نبادرس)-د(ب) 
س > سی یا“ 
٤‏ ) بعض آنماط الدوال المتصلة: 
> الدالة كثيرة الحدود متصلة على ع أو على مجال تعریفها. 


< الدالة الكسرية متصلة على ع ماعدا أصفار المقام 
> دالة الجيب وجيب التمام متصلة على ع 
> دالة الظل د(س) = ظاس متصلة على ع -( س: س = +ن77ء ن 3 صہ) 


@ معلومات إثراثية 
قم بزيارة المواقع الآنية: 
3¥ 


دار التصر للطباعة (هدلاين) کتاب الطالب - الفضل الدراسی الأول ۳ 


aE ® 


أكمل کلا مما يأتى 
O‏ سا -س- ٦کس‏ کی سما (۴) (ب١ٴ‏ س'-۔٣س‏ -س) (م| س٣‏ ۔ ٣س‏ + س) -..... 
ی اس کے کے ۾) جنا 1 ۔ 
© سا اسا © +2 
(ق) چک کس شما ا 9 
9 سے١‏ س 
1 ) س اس ے 4 نبا جااس_ 
42 رس ٢س‏ 0 و ید ی 
۹ ٢۔۳‏ لے ۶ ١‏ چتا٢‏ س ے 
© تسا علا وده © با 
احسب النهايات الآتية (إن وجدت) 
٢‏ جا٤س‏ تج س٩-۱‏ 
© نبا ب مد 
س۲+ ۶س +۲ ۳ ین ۲س۲+ س ۲ 
9 ت ين سن س ٩-۲‏ 29 تن حلا س۲- ۲س۲ دس + ۲ 
ا کے ی[ 
اس لكل س < 
© نبا د(س) حيث د(س) - | اس 
سے پچ جا( -س) لكل س > 7 
ابحث اتصال کل من الدوال الأتية: 
۶-۲ 
ےن تکوس ۱2 
9 د(س) - | س 
جا(7-س) لكل س -۲ 
1 عندس ۲ نج على ع 
۳ 
© «(س) - بت علی ع 
وت شب ی 
9 إذا كان د (س) = 1 ب کا جزم #فأوتجد 
1 س > ۲ 
أ نبا د(س) را نب د(س) جا نب د(س) 
سے ۰ س ۱ فرب 


2) أوجد قيم | التي تجعل نبا د(س) لها وجود حيث د (س) =( ل --) 
سے١‏ بن 9 
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آوجد الٹھایات الأتیة: 


3 نبا ؟س+ه 60 شح] كه تس 
سمه ٦س-۸‏ سے 90 "س5 - 9 
6 د دس" - ۲س۲ +۱ ۶6 7 ۷ فل" ے 
RET 69‏ 9 هیچ ۴س - 1 
29 ثبا 0 سقس" سم © نبا( سص'۔٣س‏ - -س) 
7 س + 90 


9 ابحث اتصال کل من الدوال الآثية عند النقط المبينة: 


٢س‏ +۳ ۶2 
۱ دس | و عند س ٤=‏ 
0 س > ۶ 
س 
2 ۱ ۱ س > ۰ 
کا درس >۲ ے غتوسن - + 
ا فان 
2 س < 
۷ س ٠١ - س٤ ٤‏ س و٤‏ 
0 کات د | , نا برا ٦‏ س ٤=‏ 
فابحث اتصال کل من الدوال الآتية عند س ٤=‏ 
0 س( ب] س(س) > د(س).ص(س) 
٥‏ |د(س)| ھا (س) -٦د(س)‏ گ م(د(س)) 
(9 أوجد قيم ك التى تجعل الدالة متصلة على ع 
۷س - ۲ س ور ۱ كس" سج٢‏ 
| د(س) = > د(س)۔ 
ا 1 س ۱ ۲س + شک س > ۲ 
۹ضس" چ 
گا د(س)- | و 
س < ۔٣‏ 
سن 
2 آوجد قيمة كم التى تجعل الدالة الآتية متصلة على ع 
س۲+ ۵ س > ۲ 
د(س) - | م(س +١)+ك a8 f‏ 
۲س ۲+ س + ۷ س < - ١‏ 


(۲۱) ادرس اتصال الدالة د: 


1 «(س) = ب على مجالها € «(س) سس یه على ع 
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الأدوات والوسائل 


قاعدة جيب التمام 


إيجاد طول ضلع 
مجهول فى المثلث 


إيجاد قياس زاوية 
مجهولة فى المثلث 


إذا علم في المثلث قياسا إذا علم فی المثلث طولا ضلعين 


وقیاس الزاوية المحصورة ہیٹھما 


إذا علم فى المثلث اطوال 
أضلاعه الثلاث 


الحالة المبهمة 
زوايتين . وطول أحد اضلاعه 


إذا عام فى المثلث طولا ضلعين وقياس 
زاوية مقابلة لاحد هذين الضلعين 


الوحدة الرابعة 


سوف تتعلم 

4 قانون(قاعدة) ا جیب لأى مثلث. 
4 استخدام قانون (قاعدة) ا جیب 
فی حل المثلث. 

4 نمذجة وحل مشكلات رياضية 
باستخدام قاعدة الجيب 

4 العلاقة بين قانون (قاعدة) ا جیب 
لأى مثلث وطول نصف قطر 
الدائرة الخارجة لهذا المكلث وحل 
مسائل علیها. 


بك المصطلحات الأساسية 


4 حساب ا ثلثات 1900001607 


Sine Rule قاعدة ایب‎ 4 
Aaıte Angle زاوية حادة‎ 4 
Obtuse Angle زاوية منفرجة‎ 4 
Right Angle زاوية قائمة‎ 4 

4 حالة مبهمة 
The Ambiguous Case‏ 


ھت الأدوات المستخدمة 


۹ آلة حاسبة علمية 


۱1۸ 


۳ 


The Sine Rule 


سبق أن تعلمت إيجاد طول أحد أضلاع المثلث القائم الزاوية بمعلومية طولي ضلعين 
فيه أو طول أحد أضلاعه وقياس إحدى زاويتيه الحادتین والآن سوف نتعلم طرقا آخری 
لویجاد أطوال أضلاع وقياسات زوايا المثاث بوجه عام. 


البيانات المتوفرة ۳۹ اس | 
الموضحة في الشكل المقابل. 

قم بعمل قياس للرسم ثم قس | 
المسافة بين الفيوم والإسماعيلية | 
(المقياس هو ١‏ سم لكل 47 كم) 
تأكد من صحة قياساتك بعد | / 
دراستك لطرق حل المثلث غير ل 
قائم الزاوية » وإحدى هذه الطرق 
هو قانون (قاعدة ) الجيب. 


عر 
اق عم .۱ 


قانون (قاعدة) الجیب 
فى المثلث اب ج إذا استخدمنا الرمز 

أ للدلالة على طول الضلع المقابل 
لزاوية | والرمز ب للدلالة على طول ے 
الضلع المقابل لزاوية ب ء والرمز ج 
للدلالة على طول الضاع المقابل للزاوية جء فإنه 

يمكن استخدام قانون مساحة سطح المثلث لاستنتاج قانون 
الجيب الذي يبين العلاقة بين أطوال أضلاع المثلث وجيوب 


The Sine Rule 


الزوایا المقابلة له. وس نو ۲ 
أى أن: +بكجهجا! - 1آ ج جاب = آ بجا ج تم 
صيغ مساحات المثلث المتساو ية 
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یا اط سکجا ب عامتجا بضرب کل عبارة في ۲ 


بای وا 5 جااب 5 رجات بش ا کل عبار#على لن“ 
آبکج أبكج” بج“ 1 : 
بجا عام چاچ بالتبسیط یا ب 
| با“ ج 7 
1 1 س ۲ ۳ ب 
جا اتب جات من خواص التناسب ساح لسك اب د 
- 13 ب جاج 
أى أن: في أى مثلث تتناسب أطوال آضلاع المثلث مع جيوب الزوايا المقابلة - | ج جاب 
لا سے 
لها وتعرف هذه العلاقة بقاعدة الجيب أي :> = بج“ جا 


تعلم.ذاني: هل يمكنك إثبات قانون الجيب بطرق أخرى؟ وضح ذلك 
استخدام قانون (قاعدة ) الجیب في إيجاد طول ضلع في المثلث 
فی مثل 


© أوجد طول أكبر ضلع فى المثلٹ ب ج الذى فيه ی (<۱) -۳۳ 0۶ ق(<ب) - 1۰۳6۹۲۲ - هراسم 


© الحل 
ae e‏ ہو سی لت 
ج)= ۱۸۰ - [ق(<)) + ی( ب)] في ای مثلث یکون الضلع الأكبر 
FY + fo FF] - ۴۱۸۰ =‏ 44[ = 0 1 ےت 
7 5 ۶ ن مبعر 
...كبر طول ضلع هو جه لأنه يقابل أ كبر زاوية فى المثلث وهی زاوية ج مقابلًا للزاوية الأصغر قیاشا. 
کے چا E‏ نے سے 
" جا[ جاج ee‏ جاه؟ 
7 ۵ جا ۷۷٥‏ 
جج ار رر 


3 حاول أن تحل 

() أوجد طول صغر ضلع فى المثلٹ ب ج الذى فيه شہ (.<ا)< ٤٤‏ ف( اب) = ٦٦ء‏ جه - ,۸سم 
حل المثلث باستخدام قانون الجیب Solving the triangle using the sine rule‏ 

المقصود بحل المثلث هو إيجاد قیاسات عناصرہ المجهولة باستخدام القياسات المعطاة بشرط أن يكون من بينها 
طول أحد أضلاع المثلث على الأقل. 

أولًا: حل المثلث بمعلومية طول أحد أضلاعه وقياسي زاويتين: 

ذه مثل 


© حل المثلث اب ج حيث | كسم ی (<۱) ۳٦٣‏ 7 9( ب) A=‏ 


۱:۹ 


سس تسس 


© الحل 


9(<ج) = ۲۱۸۰ مز EAE‏ 3 
1 
..جاا_ جاب . جاا۳ _ ساف" 4 ا 
تہ وی 0 
۱ ۳ ۳ 


بش وت خف ے۱۹6 : اسم 
'٭ دن م 


وذلك باستخدام الآلة الحاسبة» تأكد أولّا من تهيئة الحاسبة لاستخدام التقدير الستيني لقياسات الزوايا ثم 
اضغط المفاتیح من اليسار إلى اليمين: 
(2) 00 030( 60 67 ۲5 040 57 3) ۲87 09 بدا 


.جا جاج ا تجا 28ے جلاہ” کو اده 
جا۲ 


3 سد اسم 
وذلك باستخدام الآلة الحاسبة کالانی: 

ODO DONO‏ 50 9 090 020 ادا 
ليلا حاول أن تحل 
© حل المثلث اب ج حیث 1 - سم » ق(<)) - ٦٦ء‏ ی(<ب) < ۶۰" 
ثانيًا: حل المثلث بمعلومية طولى ضلعين فيه وقياس الزاوية المقابلة لأحدهما (يوجد حلين لزاوية مجهولة) 
الحالة المبهمة Ambiguous Case‏ 
ارسم المثلث أب ج (إن أمكن ذلك ) حسب القیاسات 
الموجودة في الجدول المقابل: 


۱ من نقطةا أرسم اس ٢‏ > من نقطة | أرسم! ج بطول ۷سم وتصنع زاوية 
قياسها ۲۰ "مع اس 


/ 


۳> عندما يكون ب ج - ۲,۵سم أركز سن الفرجار عند 4 - عندما يكون ب ج = ه سم كرر الخطوة (5) 
النقطة ج وبفتحة طولها ۳,۵ سم ارسم قوسًا يمس واجعل طول فتحة الفرجار دسم وارسم قوسًا 
آسن فى.نقطةاب: يقطع آس . ماذا تلاحظ؟ 


> قس طول‌جب وفارن طوله مع طول العمود | > قس طول‌جب. طول ج ب ماذا تلاحظ؟ 

۱ ن ج على اس ماذا تلاحظ؛ كك 

سد ساب > قارن بين طول ب ج وطول العمود المرسوم 
من نقطة ج على اس ماذا تلاحظ؟ 
© > عندما يكون ب ج = ٢سم‏ كرر الخطوة (۳) واجعل طول فتحة الفرجار ٢سم‏ وارسم قوسا ء هل يقطع هذا 


القوس اس؟ 
اسم ۱ 
جه 5 ۱ 
س 
> قارن بين طول ب ج وطول العمود المرسوم من ج على س ماذا تلاحظ؟ 


> أعد الخطوات السابقة في حالة ما تکون < ج منفرجة وبين الحالات المختلفة لرسم المثلث. 
> من الخطوات السابقة يمكن استنتاج الحالات المختلفة لحل المثلث أب ج بمعلومية ۔<اء1ء ب باعتبار أن ع 
هو أقصر بعد من ج إلى اب 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۱۵۱ 
۔ سس سس 


© مثا تطبيق 
(۴) بين ما ذا كانت الشروط الآتية تحقق وجود مثلث وحید أو أكثر من مثلث أو لا تحقق وجود أى مثلث على 
الأطلاق. 
رھ أ بج الذي فيه ۵(<ب) = ۱۱۱۰ء ب>- ۸سمء چ = دسم 
A‏ وهو الذي فيه فہ(ی) = 6۰۹۰ = لاسمء ھ><۹سم 
۵ لم ن الذي فيه و( ×ل) = ٤۰‏ ءل - ؟اسمء م- واسم 
© الحل 
1 <ب منفرجة» ب >حجه 
.. يوجد للمثلث حل وحید 
5 جاج = سا ہے ۲۳,ء,ء*٭ 
ومنها قبل<ج) = "۳٣‏ 
(NYS <.‏ ے ۹۱۱۰۸-۹۱۸ Tez O14‏ 
7 0 
جاع چا۱۲ 
أى آن: ف( )اه ۳٣‏ ىق “جات ٩‏ أنه ۶۸ 


4 


را ی حادة < عه" 
ع = ھ جا ید٩‏ جا ٦٦‏ ۷,۸سم 
پ ویج (حیث ۷< ۷,۸) 
فلا يوجد حل للمثلث 


2 حال حادف ل < م( حيث ۱۲< 10 
ع = اجا = ٦‏ سم 
ع< ل< م (حیث ۹,٦‏ < ۱۲ < ۱9) 
لذلك يوجد للمثلث ل م ن حلان. 


٥۲‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


الحل الأول: لام حادة الحل الثانى: م منفرجة 


ل ل 


ال الجيب موجبة في الربع الثانی 2 


۰ جا مت ۰,۸۰۳ 
اا 2 5 جا هن ه دی (دم) = ۶۱۸۰ ۱۲١,٢١ oy‏ 
AA (JNM FEE St‏ لل" سوه ۳۱۲۹) 
Cory fe) ۱۸۰ (OXIA.‏ نہ ع سوه 
نج ار 
ہے ۱۸,۵۸۵ءء 7 ن لص 
7 للح سس > WN‏ جا" 
جا٤٥,۸؟ ٠‏ جا ہیں ےر 
0 ۲ جاء ۵ ,°۸1 E‏ خی لد 05 کے و سس 
الس 2 ۳( 


أى أن: أحد الحلين هو: ف( < م) = 2۱۴,٤‏ ف( < ن) = ۸0,۵۶ ند ۴٦,۱۸سم‏ 
الحل الآخر هو: یہ( × م) د 2۱۲۹ء یل ذن)- ۳,٣١‏ ند ۲۵ كاسم 


[ حاول أن تحل 
© بين ما إذا كانت الشروط الآتية تحقق وجود مثلث وحید أو أكثر من مثلث أو لاتحقق وجود أى مثلث على 
الاطلاق. 


0ھ اب ج الذي فيه (<!) > 1۰*۱۰۰ ۱۲ سم »ب اسم 
AS‏ وھ و الذي فيه ھ) 50 ھ۹ سم وده سم 
(ج) ۵ م ن ل الذي فيه ف( < م) = ۲۱-۰۳۵۲ سم ن٣ ۲٣‏ سم 
فق مار 
© الربط بالجغرافیا: الشكل المجاور يمثل ثلائة مواقع لمدن مصرية تکون مثلنًا إذا كانت المسافة على 
الخريطة بين السو یس والقاهرة ۸سم وقياس الزاوية عند الفیوم ۶۰" فأوجد لأقرب كيلو متر: 
. أ المسافة بين القاهرة والفیوم. 


چم 3 ۱ السوپس ۸سم القاهرة 
٠‏ المسافة بين السويس والفيوم. پچ 1 
علمًا بأن کل اسم على الرسم يمثل ۱۱,۷۰ کم 
© الحل 
یلیذ = ل )°+ (fr‏ نا 
ہے اچ تھا ۷ مل الفيوم 
چا “٢‏ چاه" چا فا 0 
دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول ۱0۴ 


سس سس سح 


الوحدة الرابعة: حساب اغثلثات 


7۳۰ جا‎ ۸ 
IT e 0 
جس‎ 005 


.”. المسافة بين القاهرة والفيوم = ٦٦,۷٥۷٣ ,۲٢‏ ب ٤‏ کم ہے کت ہے راا 
.. المسافة بین السويس والفيوم = ۱۱,۷ ۱٦,۷۰۷‏ بت ۱۹١‏ کم 
[ حاول أن تحل 
©) فى النشاط صفحة :)۱٥١(‏ 
1 استخدم الأدوات الهندسية لایجاد قياسات زوايا المثلث والمسافة بين الفيوم والإسكددرية. 
ر أوجد باستخدام قاعدة الجيب المسافة الحقيقية بين: 
أولا: الإسماعيلية والفيوم. ثانيًا: الإسماعيلية والإسكندرية. 


3 ا ج۔ 


Geometrical Applications on the Sine Rule تطبیقات هتدسية لقانون الجیب‎ 


7 1 


فى أى مثلث اب ج يكون: ٦‏ مي 
حيث س طول نصف قطر الدائرة الخارجة للمٹلٹ اب ج 


7 ۱ 
إذا كانت الدائرة تمر برؤوس مثلث حاد الزوايا 
نرسم الدائرة التى تمر برؤوس المثلث أب ج الحاد الزوایا ثم 


نرسم القطر ب س والوتر س1 س 
8 عه 5 

۰ ف( < ب اس)= ٩۰‏ ہف( ۔اس ب)۔ق(“۔اجب) اج 

اب اب 
جاس ت٣2‏ > جا ات 
فيكون اب ب س جا چ 
سحت اش چا آی آن: ابق 

1 ب 
بطريقة قة مماثلة يمكن إثبا أن: =٣‏ الى 8 جا ےلان 
ےس د 


تعلم _ذانوي: أثبت القانون السابق إذا كانت الدائرة تمر برؤوس مثلث منفرج الزاوية. 
9 منال 
(0) مثلث ل م ن فيه ٤=‏ ,۸اسم > 9( < م) = ۰۳۱۰۰ قو (للان) = "٤۰‏ أوجد: 

0 ب طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث ل م ن 


١64‏ کتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوى 


۰ مساحة سطح المثلث ل م ن 


© الحل 

f= fr ٠ ۶۱۸۔(ہ‎ = (JNM 

2 ٦۸۶٤ ل‎ 

جا "٤‏ ا (قانون الجیب) 

5 INE ۳ 

ل ديري ا مد ٦٦,٤٤سم‏ وهو المطلوب (۱) 

و 7 ۳ ا 

- 0 کے تی 

أى آن - د = ۲۵,۷۷ سم وهو المطلوب (۲) 

مساحة المثلث ل من - جم لجان ٤٤,٤٤×٦۸, ٤×‏ جا "٠‏ ۹۸۱,۱2 سم" 
[] حاول أن تحل 


0 اب ج مثلث فيه = ۲۵سم »ی (<ب) - ۲۵۹۸" ۲ 
ىل < ج) = 4٢‏ ۲۱۰۳ أوجد مساحته وطول نصف قطر الدائرة المارة برؤوسه 


ف مل 
(5) اب جو شبه منحرف فيه ]و // بج ای =۶ ,سم > ف(ذب)ء ٦٦ء‏ ق(<6) ٦۰ء‏ 
فى(<اجج ب) ."4١-‏ أوجد 


أولا: طول كل من آجء ب ج ثانيًا: مساحة سطح شبه المنحرف أب ج ك لأقرب سنتیمتر مربع. 
© الحل 

فى المثلث جو ۱ 5-586 ۵ 

.و آج) -ق(ل<|جب) دا (بالتبادل) 

A= (SÎN <‏ )°0 +11( مم 

1 دی رجف بخ اك به مم 0 1 

في المثلث اب ج ولاب أآج) د ۲۱۲-۹۱۸۰ ۶۱ ۷۸" 

و پاچ از هو ۲ ۰٦‏ × جا VV‏ 

رو 1 یج وک رهام 


مساحة سطح شبه المنحرف اب ج ی - ۽ اج ×ب ج جا این ا ج×اوجا ۰۱ 


۳ 
۲ 


×)١٤,٤٤+٤۷,۰٢ (×۱۳, ۰×‏ جا ك” د ۳ سم" 

ال حاول أن تحل 

رہ اب جک شکل رباعى فيه ج و = ۰۰ سم فہ(<ذب ج ا) - ۰۳۳۹ ق(<ب و أ) د دهت 
ولاب جی) = ۰۳۸۵ ی(<ج ی ) = ۳۸۷ ۰ وجد طول كل من ب ی » اج لأقرب سنتيمتر. 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی لول ١60‏ 


الوحدة الرابعة: حساب الثلثات 


® تمارین ٤‏ - | 5 
أكمل كل مما يأني: 


() فى أى مثلث تتناسب أطوال أضلاع المثلث مع سو" 

© فی المثلث اب ج إذا کان ۷جا ۳-۱ جا ب ٤‏ جا ج فان آدب؟ ج کے 

(۴) اب ج مثلث متساوی الأضلاع» طول ضلعه ای و یا و 
(4) مثلث اب جدفیه فل" ) = 1۰ء ق( × جاک جه ٤=‏ ,اسم فان - سم 

(0) في المثلث اب ج یکون جک - .لی 

اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة:- 

(5 طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث | ب ج الذى فيه فہ(.<ا) = ١۲آ‏ - ۱۰سم هو۔۔۔ 


5 سم ب ایم 7 دسم ٤٤ ٥۵‏ سم 
© إذا كان طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث اب ج يساوى ٤سم‏ ۰( - "٠۰‏ فان أهو: 
سم 5 اسم ج 0 د 5 
(۸) فی المثلث اب ج یکون المقدار ۲ س جا | مساويًا: 
6 1 € ب ا نے گا ساپس 
دا الات رعو بی ل يساوى: 
ىو کا الس جا ی تا ان 
9 كل م ن فیه و( ل) = ۰ م ن = ۷سم فان طول قطر الدائرة المارة برؤوسه تساوى: 
ب ج E‏ 
۷ سم چا م ولا سم اسم د ٠‏ 
9 فی المثلث س ص ع إذا کان ۲ جا س ٤‏ جا ص ‏ ۲ جا ع فان س ص ع تساوى: 
ا جیا ۴20٤ E‏ گا ٦۶۳‏ فا تت3 ٦‏ 
69 حل كل مثلث مما يلى: 
اكه 
2 € 
3 تج 
9 بين ما إذا كانت الشروط الآتية تحقق وجود مثلث وحید أو اكثر من مثلث أو لا تحقق وجوه أى مثلث على 
الاطلاق. 
1 ف( )۸۱۰۰م »ب < دسم ب و( )=۷ سم ب 7 سم 
3 ول ا)۸ ۰اس ب 14 سم 5 )۷ ا ۹سب ٠١‏ سم 


۱۵۹ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


8 حل المثلث آب ج مقر انايج لأقرب جزء من در 
n‏ ۶۰ 9( ب) < .۳ اب داضم اب قیل<)) < 9۰ - ٤‏ سم به تع 
5 ق(<ب) ۳۳ ب = لاس جه - ۱۰ سم ° ج)ء۔٦۱۱۱ء‏ ج> - اسم - ٠‏ سم 


69 حل المثلث اب ج في كل مما يأتي: 
err (Xs (i‏ - /ااسمء ب ١‏ اسم اب 1°48 ۲سمء ب = ۳۸ سم 
اف( ذب)۔ ۰ب 2 عاسم چ ٤اسم ‏ ۵ ف( × ج)- 2٠١‏ ح٤٦‏ سم چ = الاسم 

ب ج مثلث فيه فد = ٦۹۹۰ء‏ ىل“ ب) = ٥٥‏ أثبث أن: آء بے ج>ء ۴۷:۲:۹۷ + ۱ 

ب جک متوازى أضلاع فيه أب = ۱۹,۷۷سم وقطراه | جء ب٤‏ يصنعان مع ضلعه آب زاويتين مقدارهما 

۷۲ ۶2 أوجد طولى القطرين. 

ب ج مثلث فيه اب ۰۰٣۸,۳۰سم‏ ف۲( <|) = ۳۶۱۲۰ فہ(<ب) = ۹۷ ۵۹" أوجد: 

0 ب> ٣"‏ طول العمود النازل من ج على آب 

ب ج و شبه منحرف فيه 1ء //ب جه ۱ی ۱۰,۷سم فہ(ذی) = ۰۳۱۰۰ ف(ذب) = ۱1۹" 

ف( × ج ای) - ۳۳۵۰ أوجد طول کل من اج باج 

ب جو شكل رباعى فیە ی( × ب جو )- 805“( جو |) الى( × ب جا) ٦۳ف(“‏ ب۶ا)۔ہہ* 

ج٤‏ - ٠٠٠١‏ متر آوجد طول كل من ب ی | ج لأقرب متر. 

ب ج مثلث فيه جا ج = در جه -4١سمء‏ أوجد بدلالة 17 مساحة الدائرة المارة برؤوس المثلث من الخارج. 

ب ج مثلث فيه | د۸ 9( ×ب) ۳۸ء (<ج) = "٦٦‏ أوجد طول العمود النازل من أ 

ب جلت فیه ۵( - تب و7ذب)- مه فا انآ «ب-(۲+5۷) سم فأوجد کل من دي 

ب ج مثلث مرسوم داخل داثرة طول قطرها ۲۰سم. إذا كان قبل<)) = ۶۲ قم(<ب) = ۷٤4۸‏ أوجد 

أطوال أضلاع المثلث أب ج 

ب ج مثلث فيه جه - 15سمء فہ(.<ا) = 22117 9( < ب) = ٣۳ء‏ آوجد لأقرب رقمین عشر ہین كل من ب” 

طول نصف قطر الدائرة الخارجة للمثلث. 

الربطيالجغرافيا: الشكل المقابل يمثل مواقع ثلاث مدن |»ب» ج 


و وه 5 


© 56 © 


© 


آوجد لأقرب كيلو متر: 
لگا الساقة بين جب ۰ المسافة بین ب ء ج 
9 مسالق مفتوحق اب ج مثلث فيه ی(<ب) = "٥۸‏ »۷-1 سم 
أوجد ب التى لاتجعل حلا للمثلث أب ج عندها. فسر إجابتك 
ده تفش ادليه 


آ في المثلث أب ج آثبت آن: - کچ 


" ۲جا-ءجاب " جاج 


:ب إذا كانت م ھی مساحة سطح المثلث اب ج أثبت أن م - "١‏ رضم 
دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی لول ۷ 


سس سس س ڪچ 


الوحدة الرابعة 


۲-6 


ا سوف تتعلم 


4 قانون (قاعدة) جيب التهام لأي 


مثلث. 


4 استخدام قانون (قاعدة) جيب 
التمام في حل المثلث. 

4 نمذجة وحل مشكلات رياضية 
وحياتية باستخدام قاعدة جيب 


التمام. 


جع المصطلحات الأساسية 


4 قاعدة جيب التمام Cosine Rule‏ 


4 زاوية حادة 


Acute Angle 


Obtuse Angle زاوية منفرجة‎ 4 


4 زاوية قائمة 


Right Angle 


تا الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية 


10۸ 


Scientific Calculator 


e‏ هم 


The Cosine Rule 


8 فكر و ناقش 
تحرکت سفیلتان أ» ب فی نفس 
اللحظة من أحد آلو اي فإذا 
تحركت | في اتجاه ۲۰" جنوب 
الشرق سے طت مساق 
ê‏ كم وتحركت ب في اتجاه 
٥‏ شمال الشرق حيث قطعت 
مسافة ٠١‏ كم في نفس الزمن. 
أوجد المسافة بين السفینتین في نهاية هذا الزمن. 

استخدم القياسات الهندسية ميان رسم مناسب وذلك لإيجاد طول اب . 

هل يمكنك استخدام قانون الجيب لإيجاد طول | ب؟ 

هل يمكنك استنتاج قانون آخر لإبجاد طول ب بمعلومية طول كل من وا » وب 
وقیاس الزاوية المحصورة بینهما؟ فسر إجابتك. 


8 تعلم ۱ 


قانون (قاعدة) جيب التمام The Cosine Rule‏ 
فيل با ج اشام الزاوية في و 
(ب جا" - ( جی)" +( ب ٤‏ )۲ (نظرية فيثاغورث) 


۱ 


أى أن: 
1" =( ب جا )+ (چه-ب جتا !)۲ 
= ب جا' أ+ ب٣‏ جتا' |+ ج٣‏ ۔٢‏ ب جه چتا أ ت و ۱ 


( بفك الأقواس ) 
دب" (جا" | +چتا!۱) +" - ۲ب ج>جتاا (بأخذب>'عامل مشترك) 
دپ "+جه ۲ب ج‌جتاا (بالتبسیط) 


ومن ذلك يكون: 7 
پ بت EKO‏ 


1 


لبا جح 
جتا|۔ چو کت و متطابقة فيثاغورث 


جا" | + ج -۱ 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


تعلممذاني: أثبت نفس القانون السابق إذا کانت < أ منفرجة فى ۵ أب ج 
تعییرشفهی: اكتب بطر يقة مماثلة قيمة كل من ب'' ءج''ء جتا ب ء جتا ج 
تفكيرناقد: هل القانون السابق صحيح إذا كان ۵ أب ج قائم الزاوية في ا؟ فسر إجابتك. 


ينص قانون (قاعدة) جیب التمام على أنه: رق ارشاد 


و عور 5 عل عند كاه ا 
أ دب ٣+ح'۔٢‏ بک جتاا ومله نے ةا ام 
یس اچاب مد جاب چک سر سیا 
ےآ بي« ۱ نت جا د ا عرفت إحدى الصور أمكن 


٢ب‏ ۳ استنتاج الصور الأخرى. 


٠‏ استخدام الآلة الحاسبة في إيجاد طول ضلع مجهول في مثلث باستخدام قاعدة جيب التمام. 

أراد أحد المهندسين أن يجد المسافة بين موقعین يصعب الوصول إليهما باستخدام جهاز قياس المسافات ووجد أن 

بعده عن النقطة الأولى (أ) يساوي ٠١١‏ مترًا وبعده عن النقطة الثانية (ج) يساوي ۲۲۰ مترّاء ىه (<ب أ ج) - ٤ہ".‏ 

استخدم هذه البيانات لحساب المسافة بين النقطتین لأقرب كيلو متر. 

١‏ حدد بدقة البيانات التى رصدها المهندس 
باستخدام جهاز قياسات المسافات. 

۲ > حدد المطلوب. 

۳ > مثل البيانات المطلوبة بمقياس رسم مناسب 
مستخدمًا الأدوات الهندسية اللازمة.. 

٤‏ > قس بالسنتیمترات طول ب ج. 

۵ - أوجد الطول الحقیقی للمسافة بين ب» ج 
بالكيلو مترات. 


11113009 هل يمكنك استخدام قاعدة جیب التمام لإيجاد المسافة بین نقطتى ب ء ج؟‎ > ٦ 
وت تذکر ان‎ 


ذلك. 
وضح 
۷ قارن بين النتيجة التي حصلت عليها في إيجاد طول ب ج باستخدام القیاسات فد ای اب و 


چ 


الرسم + مقياس الرسم 
الهندسية وبين استخدامك لقاعدة جيب التمام. 
من النشاط السابق نجد أن: 
١‏ > مقياس الرسم المناسب هو: ١‏ سم لكل ۲۰ كيلو مترًا 
دار النصر للطباعة (هدلاين) كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول ۱0۹ 


تحت 


۳> طول ب ج الحقيقي = ۲۰-۹ = ۱۸۰ كم 
٤‏ > قاعدة جيب ااغام هي ۷+ بو - ۲بتح چتا أ 

بالتعويض: ۱٦۰(٦‏ )۲+(۲)۷۷۰۔ ۲× ۱۹۰ ۲۷۰۷ چا "ند ۳۲۱۹۹ 

فتكون: أت ۱۸۰٦‏ كم. 
ه - النتائج تكون أدق عندما يكون الرسم دقيقًا ولكن يفضل استخدام القوانين لإعطاء نتائج صحيحة تماما 
٦‏ - استخدام الآلة الحاسبة العلمية في إيجاد الناتج: ابداً 
98 28 و و و و و و و و و 2 هو و 092 105 

ED EJ OD 2203ا ا‎ DBD 0 2 

تطبیق علی۔النشاط:وجد طول الضلع الثالث مقربًا الناتج لأقرب رقمین عشر ہین 

([۳21 سو بك عط سم فی (< ج) -۱۰۱* 

ا بک سو جد سو فی (ذا)-٦٦ٴ‏ 


إيجاد قياس زاوية في المثلث إذا علمت أطوال أضلاعه الثلاثة: 


تق مثل 
(1) أوجد قياس أكبر زاوية فى المثلث اب ح الذي فيه = 4,7 » ب ۰۳,۲ ح۸٢‏ 
© الحل 
٠‏ أكبر زاوية فى القياس تقابل أكبر أضلاع المثلث طولا . ...| أكبر زوايا المثلث فياسًا 


نے لصا لس ای اتا 


۲ ۴۳۲ء۲‎ EF 
1 باستخدام الآلة الحاسبة‎ 
ED CD E ED CD E ED CD ED E 1۵ ED ED ED 9 629090 


E 208 E I) 
وحیث إن جيب التمام سالب» فالزاو ية | منفرجة‎ 
°44 0۳4۹ = ) x). 
حاول أن تحل‎ 8 
أوجد قياس أكبر زاوية في المثلث اب ح الذي فيه ]- ١١سم »ب = ١٠سم » ح - اسم‎ © 


۱3۰ کتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


استخدام قانون جيب التمام في حل المثلث: 
يسمح لنا قانون جيب التمام بحل المثلث بمعلومية طولي ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما 


أولا: حل المثلث بمعلومية طولي ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما: 
Solving the Triangle Given the Lengths of Two Sides and the Measure of the Angle Included‏ 
9 مثال 


© حل المثلث اب ج الذي فيه - اسم » بے سم ی (< ح) - ۷۰" 


© الحل 
يجب إيجاد ح» وہ (< )»وه (.< ب) 


سے - أ" +ب*- 1۷ب جتا ح (قانون جيب التمام) 
١×۱٠ ×۲۔')٥(‎ +")١١( =‏ جتا °۲۰ 


0 ۷۶+ (۵)'۔ ۱۱۷ ۵ جتا ۷۰" = 1,۵۲۹ سم 
اا ب اگ 00-9 ا 
YE  ي ٦‏ 2 , 


"۱۶۹4 (NIM 
ح]‎ X( و( ب) = ۸۰ - [ی (< )+ ی‎ 
"۱۵,۲۱۶ ]۳۲۰ + ۱١١ ,۷۸۸[ - NA. = 


فى المثال السابق عند إيجاد قياس زاوية في مثلث بمعلومية طولی ضلعین وقیاس الزاوية 
المحصورة بينهما يفضل استخدام قانون جيب التمام بدلا من استخدام قانون الجيب وذلك لأنه: 
-١‏ في حالة استخدام قانون الجيب: 
> فان جیب الزاوية الحادة أو المنفرجة دائمًا موجب. 


٢‏ في حالة استخدام قانون جيب التمام فإنه: 
> إذا كانت الزاوية منفرجة يكون جيب تمامها سالبًا. 
> وإذا كانت الزاوية حادة يكون جیب تمامها موجبًا. 
> يسمح آیضا قانون جيب التمام بحل المثلث بمعلومية أطوال أضلاعه الثلاثة» @ 
علمًا بأن مجموع طولي أي ضلعين منهما أكبر من طول الضلع الثالث. يمكنك استخدام قانون الجیب 


أيضًا لحساب ۵ (< )۰ 
61 حاول أن تحل 9ه (< ب) بعد ایجاد > 
ن الفائدة التی ت 
©) حل المثلث اب ح الذي فيه | د ٠‏ و اسی حك ٢ر٤‏ اسم 00 یت 
وه (<ب) ۲۸)" هو التمييز بين الزوايا الحادة 
والمنفرجة. 
دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ٦٦‏ | 


سس سس سس سح 


الوحدة الرابعة: حساب الثلثات 


ثانيًاء حل المثلث بمعلومية أطوال أضلاعه الثلاخة: 


ف مثل 


(۳) حل المثلث اب ح الذي فيه - سم » ب>- /اسم » حك هسم. 


©> الحل 
المطلوب هو إيجاد قياسات الزوایا |ء ب ء ح 
7 ہیا 2 ET‏ ے _ ۲۹-۲۵+۲۷ 0 
0 773 ۲ء" 7 
x (N)‏ یں" 
اااي +۵٥۵‏ ۲۹۔ پ۷٢‏ 
ٿاپ = 5 _۔ ر 
7 اا qXxoxY‏ 2 
9 (ل<ب) = "۰4٣۹۳‏ 
ق لڈ SOs] A:‏ ادق OS)‏ = ۶:۷۳۷۷ 
[ حاول أن تحل 


© حل المقلث اب ح الذي فيه ا ۱۲,۲سم » ب- ۱۸,۶سم » حک ۷۱۱ سم 


يقدم قانون جیب التمام مدخلا بديلًا إلى الحالة المبهمة والتي سبق دراستها في قانون الجيب» ولإيجاد 
طول الضلع الثالث باستخدام قانون جيب التمام نحصل على معادلة تربيعية (من الدرجة الثانية) وبحلها 


يكون عدد المثلثات هو عدد الحلول الموجبة الناتجة والمثال التالي يستخدم هذا المدخل. 


9 مثال حل المثلث بمعلومية طولي ضلعين وقياس زاوية: 
() حل المثلث اب ح الذي فيه ا -اسم ء ب - ۷سمء ی (< |) -۳۰* 


© الحل 
المطلوب إيجاد َء (< ب) »ی (< ح) 
۴ | ی !نمك ابتحكها | (قانون جیب التمام) 
٦ے‏ ۲۷+ ح٣‏ ۔ ۷×۲ ح> جتا ۳۰" 
« و۳۱۷۷ +۱۳ ای ۳۷۷-۳ +۰2۱۳ 


<< ۲۷۷ ۷ ( ۱۳۱۶-۲۳۱۷ ) (القانون العام لحل المعادلة التربيعية) 
ب“ سے ۱۰,۹۳۵ أو ۱,۱۸۸ 

قيمة موجبة ل ح تقابل مثلّا واحذا» ولذلك لدینا مثلثان ولایجاد جتا ب فانه: 
چیای ‏ حا 


۲ 


1۲ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


/ 


عند ما ها = ٠١۹۳۵‏ عندما حا = ۱۸۸ ,۱ 
٢۵۷3 ۳0۷۰‏ + ۷۸۷٢۔۲۸۷۷‏ 
جنا ب8 ا جنا تن سس 
جتا ء۸۱۲ جتا بد - ۰,۸۱۲ 
9 (< ب) = “٥١,٦۸0‏ وه (< بم) ۱۶۶۱۳۱۶ 
یہ rot)‏ بح ٩۱2۸۵۰‏ 
ف ( × ح) = ۲۱۸۰ - [ف (< ) + و( ب)] ف( حم) ۱۸۰" - [ف (< )+ و (< بب)] 
= ۱۱۶,۳۱۶" بح 1۸۵ ,ه؟ 
بح ۱۵۸۸۸۵۰" ہہ 5 4۱ “° 


تفسیږ فى أحد المثلثين ح> - ۰۱۰,۹۶ 9 (< ب) < ۳۳9۶۱۹ ۰ وه (< ح) = ۰3۱2۶۸۵۰ وفی المثلث الآخر 
جح ۱,۱۹ 9 (< ب) "۱٤۸۵۰‏ .وم (< ح) = 5215*. قارن هذه النتائج مع النتائج التي حصانا 
علیها في المثال رقم (۳) من الدرس الأول (ص5,8١)‏ الذي يحل المثاث نفسه بمعلومية قانون الجیب. 

3 حاول أن تحل 

2) حل المثلث اب ح الذي فيه | = ,اسم » ب ۱,۱ سم .ی( |) - 3۳" 

تطبیقات هتدسية على قانون (قاعد3) جيب التمام Geometric Applications on the Cosine Rule‏ 

لق مثال 

0 ب د پوت فيه ا = ٦۴‏ سم ء ب - ح> - ۲۷ سم ومحيط المثلث يساوي ۱۶۰ سمء أوجد کلا من ب ج 
وقياس أصغر زوايا المثلث: ومساحة سطحه لأقرب سنتيمتر مربع. 


© الحل 
e‏ ایت دنا (تعيطالقلدة .أدج 
٠‏ باح ا۔٦‏ أي ب م۷ (١)‏ 
0 بح ۲۷ (معطی) )۲( 
من (١)ء‏ (۲) بالجمع ينتج أن: 
٢بہ ٠٠٤١‏ أي أن ب-۵۲سم 
بالتعویض في ١‏ يننج أن <= ٣٢‏ سم 


ونلاحظ أن ح هو أصغر أضلاع المثلث أب ح 


ب ع اموس ى E‏ مور 
ما < 3 ب ۲ ٢×٠۳ ×۲٢‏ - 1 


۲۲۳۷ (> N) <. 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الظالي... الفصل الدراسی لول ٣۳‏ 
سس سس 


xo xX x=‏ جا ۲۲۳۷ x‏ 1۳۰ ے؟ 
2 اد 


61 حاول أن تحل 
0 ابح فيه بہت سم 1+ < ١١سم‏ :آ- = اسم ثبت أن وہ (< ا)۲ ہہ (< ب)ء ثم أوجد محیط 
المثلث أب ح ومساحة سطحه لأقرب ستتیمتر مزیع. 


فم مثل 
ل) اب ح٤‏ شکل رباعي فيه أب - ۲۲سم .ی (.< | و ب) ٦80‏ یہ( و ب |ا) = ۰پ حء ۲۵سم» 
وح - 8 اسمء أوجد: 9 (< حاب ک) .یه (< بح٤)‏ 
© الحل 
في ۸۵ اب و 
A= (N)‏ )10+0( 
"٦٦ = ٩۱۱۵-۱۸۰ >‏ پگ 
N) 9= (N)‏ )= 10 شی 
. أب = پ۶ ۲۲سم 


۸ سم 


في کاو ببست 
1 (ب ,)”+ (ب ح) ۲ - (کح)۲ 
جار واو ج),عسس- ب ۲۵ ج 
ESE‏ 
(O) (re) OY) _‏ بے ۷۱۴۷ 
YoxYYxY‏ 
.< فال" وباس) ETAT‏ 


۴ _ (پ‌ح)+(حک)-(ب کی على ۲ 
جتال< ب حی) = چو ہع حر ہے رجہ = 9۱۱۷ 


پا وه (< ب حی) > ۸۳۷۸" 

ايلا حاول أن تحل 

() اب حو شکل رباعي فيه ی (< و | ب) = (< و بح)- ۹۰ء 
بپ -۱۰سم او -۸سم ف (< و حاب) - ۲۳۰ أوجد اح 
لأقرب سنتیمیتر. 

ف منل 

69 أب ج فنگل روس ليه اب دس سسب السويدب الاسم ٠‏ 
حو = دسم » ب و <۸سمء أثبت أن الشکل أب حك رباعي دائري. 


ك٦‏ كتاب الرياضيات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوى 


© اس 


في ۸ اب < 

حتاا۔ پا اہ ان 1 (A)‏ + (٢)٢۔‏ ۲۵۵ 3 ۱ 

: ابا امام : 

”.ا ف( )ع (١)‏ 
في ۵ ب و ج 


١ ۲۵-۵ _ د + (وب)-(ب حا‎ 
TT Kox ay کت‎ 


0 1 = (SND 
وہ (< ب اح) = ىه (< ب٤ ح) وهما مرسومتان على ب ج وفي جهة واحدة منها فيكون الشكل‎ 
أب حہ رباعي دائري. (وهو المطلوب).‎ 
حاول أن تحل‎ 1 
اب حى شکل رباعي فيه أب <۹سمء ب ح- دسم » حى <۸سم ۶۰ |-اسم» اح ١١سم. أثبت أن الشکل‎ © 


اب حك رباعي دائري. 
1ن 
أكمل كلا مما يأتى 


() پستخدم ............. لحل المثلث بمعلومية طولى ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما 

2 يستخدم ............ لحل المثلث بمعلومية قیاسی زاويتين وطول ضلع فيه 

0 فی أى مثلث ل م ن یکون: ل" دم" +(" - سس ۳۳ 

(ك) في المثلث | ب جء أطوال أضبلاعه ۰۱۳ ۰۱۷ ۱۵ من السنتیمترات فإن قياس أ كبر زواياه يساوي سس" 
(۵) مثلث س ص ع أطوال أضلاعہ۷,٥سم٤٤‏ ,۷اسم» ٣,٤سم‏ فان قياس أصغر زواياه يساوي ... 
(0) ۸ س ص ع فيه س ۱۰ سم ص" - اسم ف ( <ع) = “٦۰‏ فان چ = و 

0 فی۵ ل ك م یکون ل +م" - ل" -. 

اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 

(۸) فياس أكبر زاوية فى المثلث الذى أطوال أضلاعه ۰۳ ۷۰۵ هی: 


).° اپا یاوه ( چا ,وه 8 .ب* 
و جن 5 ۳3 
© فى أى مثلث لم ن یکون المقدار ا مساو 
0 جتا ل 5 با جام أ اج اجتان (ق) لانی مماسبق 
دار التصر للطباعة (هدلاین) کتاب الطالب - الفصل الدراسی :الأول ۷۵ 


ب ڪچ 


الوحدة الرابعة: حساب اغثلثات 


2 في المثلث س ص ع يكون ص" + ع٣‏ - س٣‏ = ۲ ص × 7 


تا جتاس جاع جا چتاع (ه) جاس 
© فی المثلث اب ج :ب ج ۲:۲:۳ فان جتا | تساوى 
3 پ) ۱ چ)د 8 
۸ ۸ 3 3 


آجب عن الاسئلة الآتيه: 

9 بين ما إذا كانت الشروط الآتية تحقق وجود مثلث وحيد أو أكثر من مثاث أو لاتحفق وجود أى مثلث على 
الاطلاق. 
١آ‏ = س ج = 7اسم ف(<ج) - ۱۱۵" اب ۱۲-1 سم جد ۷س ی( < |) - ۲۷" 
ا سم چ ؟ اسم ق/(< أ) - ۵" اد ١6-1‏ سم ب = ماسم ف( |) - 4۷" 

68 فى المثلث | ب ج إذا كان: 


7 


[ | هسم ب>-۷سم ج = اسم فأثبت أن ف( <ب) = ٦۰‏ 
بپ أ- اسم ب سم چ“ لاسم فأثبت أن قهل<ج) -۱۲۰* 


-۱۲سم» ب سم ج ٴ٣‏ اسم فأوجد ىل <ج) 


نو 


7 


۰۔٣‏ اسیو ب“<۸سمء چ لاسم فأوجد ورد 


7 


5 -١٠سمءب‏ = لااسمء ج اسم فأوجد قياس أصغر زاوية فی المثلث 
و سم ب - اسم » ج اسم فأوجد قياس أكبر زاوية فى المثلث 


3 1 -۱۷سم ب<۱۱سم 8( < چ) = 4۷" فأوجد ج> مقربًا لأقرب رقمين عشربین 
ع = 9۰۱۶-۰۱( !) = VY‏ فأوجد مقربا لأقرب رقمین غشریین 


9 في التمارين من ( )إلى 5 ) حل المثلث اب ج: 
۳۳ 3 


٦٦‏ کتاب الریاضیات البحتة - علمی - الصف الثاني الثانوی 


/ 

في النمارین من ((1]إلی (ھ)) هل يمكن تكوين مثلث اب جا إذا كان ممکتًا حل هذا المثلث: 
00 ف( ا)۰ ب٦‏ ۲ اسم ج- سم رپا - الاسم » بک 1۳ ,لاسم » چه 6 راسم 
لع 1 ۲ اسم بے الاسم 9۰( ج) -ن۶۹ (ھ) 2 اسم» لبد اسم کے سم 
(ه) ی( ۲ = لاسم ب»-۱۰سم 

تطبیقات هثدسية: 

29 متوازی أضلاع طولا ضلعیه المتجاورین ۱۸سمء ٢۲س‏ 
وقياس الزاوية بینهما ۰۳۳۹ أوجد طول أصغر قطر له 
مقربًا لأقرب رقمين عشريين. 

(0۷) اب ج٤‏ شکل رباعى فيه اب = ٩سم‏ ب ج = ہ سم ج 
۶ <۸سم أی - اسم ء | ج - ١١‏ سم أثبت أن الشكل اب 
جك رباعى دائرى. 


كريم 


ہم غدير 


/ مم 


۸ اب جک متوازى أضلاع فيه أب = ٩سم‏ »ب ج ۱۳سم» | چ< ٠١‏ سم أوجد طول بی 

(9) اب ج مثلث محيطه ۷۰سم »ا اسم » ق(<۱) - ۰۳۹۰ آوجد مساحة سطحه. 

2 الربطبالملاحة البحرية: يقف کر يم وغدیر على جانبي نهر کم يبعد كريم عن القارب؟ 
قرب إجابتك لأقرب متر. 

9 الربط۔بالزراعق يريد مزارع وضع سياج بقطعة أرض مثلثة الشكل طول ضلعیها ۹۸م 14 م ء وقياس الزاوية 
المحصورة بينهما ۵۲" فما طول هذا السياج؟ 

9 للبرهنة النظریق اب ج مثلث فيه و منتصف ب ج 
أثبت أن:(اب)'+(اج)'۔٢(ای)'+۲(بی)'ء‏ 


وإذا کان: اب = دسمء أج - اسم »ب ج - ۱۲ سم آوجد | ى. 


8 


تفعقين): فى المثلث | ب ج إذا کان: (1 ہج (1 + به - ج) - ك آبه 
فاثبت أن: ك ۰۰]3 ۰14 ثم آوجدی(<ج) عندما ك - ١‏ 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الظالي... الفصل الدراسی لول 


سس سس سس سر 


۷ 


الوحدة الرابعة: حساب الثلثات 


تطبيقات حياتية: 


9 مسلفات: يركب كريم دراجته البخاريه ليقطع المسافة من بت 
EVER PTF‏ 9 5 2 
مقدارها ٣٣‏ کم/س ء ثم يعود من المدینة ج إلى المدينة | ۱ 
بسرعة منتظمة مقدارها ۲ كم /س. أوجد: 
أ المسافة بالكيلو متر بين المديئة جء المدینة أ 
+ الزمن الكلى بالدقيقة للرحلة كلها. 


9 التصمیمالمعماری: صمم مهندس معمارى مبنى على شكل مثمن منتظم» طول 2 ٦‏ 
كل ضلع من أضلاعه ٦‏ أمتارء آوجد آطوال الأقطار عب » ع جء ع۶ . ۲ 3 


٦‏ متر 
68 کتشفرالۂ لا پچ 3 ث فيه أ = اسم “ب ٠١-‏ سم » چ = دسم ب ۱ 
فل ا) = ۱,۹۲ . أوجد ف( <ب) 


۱ 
۳ لو مع 
سای سا ی 


34 
یر ا 1 
۰ جاب جا[ ۰ 3 207 
Mm‏ ۷ ۳ ےک یم میں 
SE ELS‏ ہت تہ 
0 ب)< ۱۱۱,۸ 
ای له لس ان مس 


لمزيد من التمارین قم بزيارة موفع وزارة التربية والتعليم. 


۱3۸ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


(حيث نق طول نصف قطر الدائرة الخارجة للمثلث اب ج) 
وقد أمكن استخدام هذا القانون (القاعدة) فى حل المثلث فى الحالات التالية: 
> إذا علم طول أحد أضلاعه وقياسا زاويتين 
< سے ای ص زاوية ليست محصورة بينهما 


لحالقالمممق التي يكون تایه طول ضامین وس الزاوية المقابلة لأحدهما. 
ویر ی طول الطيلعين ھا »بك والزاوية الحادة أء ارتفاع المثلث ع - ب جا | فإن: 


کب أ ع ع< آ<به 
: 3 نصف حاصل ضرب طولی أى ضلعین متجاورین ×جيب الزاوية المحصورةینهما 
مساحة سطع اثلث اب ج پا بتجاج - 1 1 حتجاب = بح > ۱ ۱ 


/ 


ينص قانون (قاعدة ) جيب التمام على أنه: ج تب 
یک کہ بو یو 
۲ ف ا ےا ب ۸ 
ا اا اپا چا ويه با مب "ها 
٣پ‏ ج 
ار ۳ 
ب" ج"+1'-اجه أ جتاب ومنه جتاب- 0 
۲ 21 2 
جن ا نت 7 ا پا ناج ومنه جنا ج = ۱ب ٣ج"‏ 
پت ٢‏ ہے“ 
1 ۱ ہم سور ا بر سم إذا علم: 
< سب > أطوال أضلاعه الثلاثة. 


> طولا ضلعين وقياس زاوية (حيث يقدم قانون جيب التمام مدخلا بديلاً للحالة المبهمة» والتى سبق 
دراستها فی قانون الجیب ء حیث إنه لإيجاد طول الضلع الثالث باستخدام قانون جیب التمام ء نحصل 
على معادلة تربيعية وبحلها يكون عدد المثلثات هو عدد الحلول الممكنة الناتجة 


دار النصر للطباعة (هدلاین) کتاپ الطالب - الفصل الدراسی لول ۱31۹ ا 


® ره 


أسئلة الاختيار من متعدد 
0 بدون استخدام الآلة الحاسبة تكون قيمة جتا "17١‏ : 


1 3 00ئ0 )ج۴۷۸ د ۲ 
۲ ۳ 
7ی أى من اواب لی 2 یکون الجیب والظل لها سالبان؛ 
"٢۲ ۱‏ پ) ہنا" ااه بيده ہ۳۰ 
© ما قیمة ع في هذا المنحدر؟ مقرب الناتج لا قرب جزء من عشرة: 
E‏ ا ۹,۸۰۵ ما[ 7 ا 


0 ما قيمة لأقرب جزء من عشرة في ۸۵ | ب ج الذي فيه ب = “سم » ج = سم ىه (< |) - 50 *: 
أ ٣,‏ سم ا ور سم سم ۰۸ راسم 

© إذا کان ضلع النهاية لزاوية قیاسها 6 في الوضع القياسي يقطع دائرة الوحدة عند النقطة ( ۰۲پ ) 

1 ۱ ب ۷ ۳ ج 3 د ۳1 


TY ٤ اع‎ 

© المتطابقة المثلثية التى تربط بين ظا هے قا ه تعطى على الصورة: 
قا" ه-ظا"ه د١‏ ب اظا'هم+ قا'ه د ۶* ظااه-فااهع 5 (۱+ظاھ)'-دق"ھ 
© نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث أب جء الذى فيه وہ( )= 4۰* ۲۷۲-1 سم يكون طوله: 


ام E‏ ۲۷ سم ۳ سم دا لس 
سو ن٢ ۳۳٣‏ 
42 فى أى مثلث ل م ن یکون المقدار 2-1 مساويا: 
ل 
اجتام © جان ۲ ١ج‏ جتال دجام 
أسئلة ذات إجابات قصيرة: 
() أوجد القيمة الدقيقة لكل نسبة مثلثية فيما يأتى: 
[) جا ۶۲٢٢‏ ب) قا °۵۰ جا ولا 2۳ دا جنا 2 
69 آوجد زاوية بقياس موجب » وأخرى بقياس سالب و TT e‏ الآتية 
لا ۳0 بن Pio‏ گیا غ ° 
9 حول قياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الرادیان والمكتوبة بالراديان إلى جوم 
0 + با °۳ (ج) 2۵ د لا 


0 أوجد طول القوس المقابل للزاوية ۲۱۰ ”في داثرة طول نصف قطرها #سم. 
ارشاد:طول القوس (ل) - ه 4« نق ] 
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/ 


9 إذا كان جا |= حيث 2 < | < 7ء ظاب = حيث 7 < ب < کک وجد قيمة جا | جتا ب + جتا اجاب. 


إرشادات للاختبار: السؤال (۱۳) أوجد النسب المثلثية لكل من الزاويتين | » ب » واضعًا فى الاعتبار الربع الذى 

تقع فيه كل زاوية ثم عوض فى المقدار المعطی. 

9 في المثلث س ص ع إذا كان س” - ۱۰سم » 8( < س) -۳۰ ۰۳ فہ(.<ص) = ۶0 ۰ فأوجد ص مقربًا لرقم 
عشرى واحد. 

9 اب ج مثلث فيه | - ٤‏ سم ب - دسم ء ج- اسم ء أوجد قياس أكبر زاوية فى المثلث : ثم أوجد مساحته. 

أسئلة ذات إجابات طويلة: 

9 اب ج مثلث فيه فہ(.<ا) حي ى,(<ب) ل و( ج) ء طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوسه ۱۰سم 
أوجد مساحة المثلث اب ج. 

69 اب ج مثلث فيه | ۱۲سم » ب٤‏ اسم » جه - ١١سم‏ » أوجد طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوسه. 

۸ حل المثلث ل م ن الذى فيه = ۱۷سم ۰ یہ( < ل) = ۱1 ۲۳۳ ءی(صن) - وا" ۶۶ 

حدد إذا کان للمثاث أب ج في کل مما يأتى حل واحد» أم حلان» ۴ 
أم لیس له حل. أوجد عدد الحلول ء مقربًا أطوال الأضلاع إلى آقرں ‏ ب (جاجتاا: جاجال) 
جزء من عشرة ء وقياسات الزوايا إلى أقرب درجة. 
0 1 ۲۰سمء ب ۷۸ سم 8( )= "٦٣٤‏ 
لع أ ٥‏ سم با۷ سم یل< ) ت٦٦"‏ 

نا = اسم ب ۱۰سمء ق(< ) ۱۲۰" 

(«؟) مستعیا بالشكل المقابل أثبت أن: 
اس ا یھ ن جا 


(إرشاد: استخدام قانون البعد بين نقطتين لإيجاد (ب ج)” 


ا 
1 


هل تحتاج إلى مساعدة إضافية: 

۱ ۹ ۸ ۷ ٦ ٥ 3 1 ۲ 

اب اب الو یے ےک اس ایا اڈ 

33 مايا لوان 393 ده ود ر3 بیو لوان ہا 

۲ ۱۹ ۱۸ ۱۷ 15 16 1 1 ۱۲ 

کک 

نذا ددا ا و ا يهاه ها اس هاه هذ اع و SII.‏ 
8 | 38 | 5 | کو نو نو دو کو تو 051 
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بآ ڪچ 


اجب عن الأسئلة الآتية: 
السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة. 
)لذا کان مسبم فإن ۲۵ 
أ با چاه 8 


(۳)) الشكل الذى يمثل دالة فى س من بين الأشكال التية هو: 


ا ب ج د 


(۳) إذا کان منحنى ص = لو ١(‏ -1س) يمر بالنقطة (+ ۲-۰) فاٍن | = 


م ۳ چ دام 


© الدالة الأحادیة من بين الدوال الآنية هى: 


أ د (س)=س +۲ ۲ د,(س) دس" > د,(س) = اس | د د,(س) = ه 
السؤال الثانی: 
(1 عين مجال کل من الدوال الآثية: 
ا 5 _ سا ۱ 
| د(س) نوا ہیں و وہ تح 
س 4 س >۰ 
0 نا كانت ددالة حيث د(س)- | یہ فارسم الشکل البيانى للدالة ومن الرسم 


أوجد مدى هذه الدالة. 


۱۷ كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثاني الثانوى 


السؤال الثالث: 


رم إذا كان د,:ع > ع حيث د,(س) = ٣س‏ - ۱» دہ: [-۰۲ ۳] > ع حيث د,(س) - ۳- ٢س‏ فارسم الدالة 
, +د) (س) محددًا مجالها ثم ابحث اطراد الدالة. 


)٢(‏ آوجد الدالة العكسية للدالة ص = س +۱ ومثلهما فی شکل واحد. 


ھ 
() أوجد فی ع مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: 
(00 و س١١‏ -لو (س -۴) ا اس !| - اس -۳| 


ر6 استخدم متحنى الذالةد حيث د(س) = س" فى رسم کل من: 
(1) د,(سن)-د(سن +6 (©) درس )سس نت۳ 


السؤال الخامس: 
)١(‏ آوجد مجموعة حل المتباينة |۲س -۲| >۷ 


1 4 2 
©) أوجد مجموعة حل المعادلة : س = لی ں۹ صقر 


الاختبار الثانى الجبر 


أجب عن الأسئلة الآتية: 

السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة. 
(0 إذاكانت ۳۳۷۲-۲۳۳ فان س۔ 

٢ه) ابام ( ضفر‎ +O) 
- إذا كانت ص = س لكل س > . فان الدالة العكسية لها ص‎ )٢( 


) )ص = لجس" ا ص دن ؟ ھا سن دس (ھا سن دس٣‏ 


© إذا كانت (د) دالة فردية على [-س» س] فإن د(س)+د(س)۔ 


00 ٢س‏ زج غير معرفة اج -۲س ا صفر 
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السؤال الثانى: 
62 إذا كان د(س) = فإثبت أن المقدار ا + ل له قيمة ثابتة مهما كانت قيمة س. 
س تن 
(۲) اختصر لابسط صورة : لو »لو ب٢‏ × فرب 
السوال الثالث: 
(1) استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = اس | لتمثيل كل مما يأتي: 
"1 م(س)ء إ|س|+١‏ 7۰ در(س) - ۲ - اس | 


22 ارسم منحنى كل من الدوال الآئية و حدد مداها ثم ابحث اطرادها: 


آ) د(صس) - ۷ سآ سے ١‏ د (س) = اس" - 4س + |]١‏ حیث س3 [۰» ۶] 
(0) ابحث نوع کل من الدوال الآثية من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 
۳ 7 س" س »هه 
أ. د,(س) = س جتاس درس | 
أس| ‏ س < 


جا در(س) = س"|س | -۱ 
(۲)) آوجد مجموعة الحل لكل ممايأتى: 
ا |]س|+ست :ا |۲ س-۳|- ٤-۹‏ س|> ٠‏ 
السؤال الخامس: 
(6 إذا کان د(س) -س” ۱ء س(س) = س + ١‏ فارسم الدالة ے (س) مبيئًا مجال ومدى الدالةثم ابحث اطرادها. 
مي 


لو۸ × لو ٠"‏ 


ر0 بدون استخدام الحاسبة أوجد قیمة لو ه۲ ہف ان 
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الاختبار الثالث تفاضل وحساب مثلثات 


أجب عن الأسئلة الآتية: 
السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة. 
0 نبا رس نے 


سے 90 س(۲س م 


0 (ب) ۱ ج اخ 
© فى ۱۵ب ج إذا کان ٤‏ جا - ؟ جا ب ٦<‏ جا ج فان ی( × ج) بد 
4 ابا ۹پ اجا وه اداع" 
شاع 57 
© إذا كانت د(س) - 1 س-١‏ ۴ مضل ميدس = فان | شاوی 
1 ۲ ۱ س =۱ : 3 
گا صقن (ب) ٢‏ (ئ ۲ 6 ١‏ 
۲ 7 ۲ 
س۷ +ص” 
© فى دس ص ع المقدار سب يساوى: 
٢١س‏ ص 
0 اس (ب) جتاص جا جتاع ادا جاع 
السؤال الٹائی: 
02 آوجد @ س سے پا نبا جا ٢س٥٥جا١س‏ 
سب ۲ سن ۲+ ۴س - ۱۰ س + ۰ س 


© حل المثلث ب ج الحاد الزوايا الذى فيه آ -۲۱سم > ب اسم وطول قطر الداثرة المارة بر ژوسة ۲۸سم. 


السوال الثالث: 
0 من الرسم البياني المقابل آوجد: 
00 سے د(س) 2 ر د(س) (©) د(١)۔‏ 


س + ۱ 


© اب جی متوازی ا ۰ كوب ج)ء ¥ 
ب = اسم أوجد محيط متوازى الأضلاع. 


السؤال الرابع: 
62 اب ج مثلث فيه ا = دسم ب = اسم » ی(<)) - "٤۰‏ وجد ی(<ب). 
© آوجد قيمة | التى تجعل الدالة د متصلة عند س ٢‏ حبث : 


س۷ + س 


د(س) = سے Rl‏ 
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اختبارات عامة ‏ 


ظا 
٢س‏ عندما س > ۰ 
رم بحث وجود يلا حیث د(س)- | پا يداس هن 
ار ينيا س < ۰ 
0 ہے س'۔۷س ۱9 در 
س ۱۰ ۱-س۲ 
الاختبار الرابع تفاضل وحساب مثلثات 


أجب عن جميع الأسئلة الآتية: 
السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة. 


و 
س + ۲ س'-۔۹ 
۱ ي٤‏ ۱ ١‏ ۱ 
۳۴0 لٹا ۔ نا لگا + 
0 فى ۸۵اب ج يكون جتا (|1ب) = 
6 تا ۷ © ےس 7 ٦‏ ا 2 ہے رت 
5 > ہا 7 بے > ہب 
© اب جمة قور جا ے کا کے چاج فان اب جح 
Û‏ ۵:۰ :۸ () 1:0:۸ ا۷ص ٦:۱۵‏ 
ب تسد 
سے ون لاسن 1 ۱ 
|| تا E ٢‏ ۵ 
١‏ 0 ۲ ۳ 
السؤال الثانى: 058 57 
62 إذا كانت الدالة د حيث د(س) - س +۲ 8 متصلة عند س - -" فأوجد قيمة أ 


س دآ س --؟ 
(۲) اب ج مثلث فيه ۾ جا | - ۾ جاب = ج جا ج أوجد ق(<ج) وإذا كان محيط المثلث - ۲۶ سم أوجد مساحته. 
السؤال الثالث: 
(9) آوجد: و ۱-جتاس+جا۲س 


سے . ۱-جتاس+ظا۲س 


© حل المثلث اب ج الذى فيه ا = ۹سمء ب = ۱0سم ف( < ج) ء١۱۰"‏ 
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السؤال الرابع: 


© آوجد نبا ۲۱ید من )۱-۲ 


س ے۔٢‏ س" سس 


() اب ج ی شکل رباعی فيه اب -۲۷سم ب ج - ۱۲سم» ج ی <۸سم» و | - ۱۲سم» | ج -۱۸سم. أثبت أن 
ج ينصف < ب ای ثم أوجد مساحة الشکل اب چ ی 


السوال الخامس: 
02 00 اوجد قیمة: برچ اه @ تب یس 


8 سمس س 


0 ال سای ماس ۰ سم أوجد مساحة سطحه. 
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